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Proélogo

Los ultimos anos del siglo XX y los primeros del XXI han sido caracterizados
por acentuadas variaciones en el estado del tiempo y del clima del planeta,
y cada vez son mads las evidencias de que en el futuro las variaciones seran
aun mas fuertes. Asi mismo, la contaminacién atmosférica ha alcanzado
niveles tan altos que, en momentos criticos, ya afecta el desarrollo normal
de las actividades en algunas grandes ciudades. Por estos y otros ejemplos
que podrian ser citados, las disciplinas encaminadas a conocer el tiempo
y el clima y la conservacion del medio ambiente, revisten cada dia mayor
interés. Tal es el caso de la meteorologia dindmica, ciencia cuyo objetivo
principal es aplicar los principios de la fisica, y en particular; las leyes de la
dindmica de fluidos, la termodinamica, etc., al estudio de los movimientos
atmosféricos. Esta disciplina es de interés no solamente para los estudio-
sos del tiempo y el clima, sino también para un sinnimero de estudios
interdisciplinarios en los cuales intervienen fisicos, geofisicos, meteordlogos,
quimicos, bidlogos, etc. Los principios de la meteorologia dindmica se han
venido enriqueciendo a través del tiempo en una estrecha relacion con el
avance cientifico tecnoldgico, en especial, de los tltimos cincuenta anos.

Existen varios textos sobre meteorologia dinamica y modelamiento o simu-
lacién atmosférica la mayoria en lengua inglesa. Muchos de ellos se men-
cionan en las referencias citadas en esta obra. Sin embargo, en la mayoria
de los casos, estos dos temas han sido tratados por separado.

Con la creacion del posgrado en meteorologia en la Universidad Nacional de
Colombia, se tuvo la idea de abarcar estas dos disciplinas en un solo texto
dirigido sobre todo a aquellas personas que, no obstante poseer un bagaje
suficiente de conocimientos en fisica y matematicas, apenas comienzan a
tener el primer contacto con la meteorologia.

El autor se preocupd por escribir de la manera mas simple posible tenien-
do en cuenta una relacién racional entre la fundamentacion tedrica y la
aplicacién practica de los temas méas relevantes para nuestros estudiantes.

XI



XII INDICE GENERAL

El curso esta dividido en dos partes. En la primera se presentan los princi-
pios basicos de la meteorologia dindmica: como son las leyes de conservaciéon
de momento calor y masa, andlisis de escala, soluciones particulares del mo-
vimiento horizontal, conveccién atmosférica, la ecuaciéon de vorticidad, el
sistema cuasi geostréfico, turbulencia y capa limite planetaria, haciendo
énfasis en conceptos tales como divergencia, elicidad, circulacién, vortici-
dad potencial, estabilidad estatica, etc. El énfasis se hace con el fin de
utilizar estos conceptos para diagnosticar diferentes situaciones sinépticas
en la atmosfera tropical. En la segunda parte se presentan los elementos
bésicos necesarios para entender el modelamiento de un medio tan com-
plejo como el atmosférico. Asi pues, esta parte contiene temas como ondas
atmosféricas, métodos numéricos, modelos atmosféricos y parametrizacion
de los procesos fisicos.

Para lograr mayor claridad en los conceptos y demostraciones matematicas
dentro del texto principal, se incluyen anotaciones entre paréntesis y con
letra de menor tamano. Estas anotaciones bien pueden empezar a conti-
nuaciéon de un punto seguido o como un nuevo parrafo. Estas anotaciones
son comentarios que regularmente se escriben a pie de pdgina y pueden ser
omitidas por el lector si asi lo desea.

Esta obra, que por su contenido y organizacién es la primera vez que se
presenta en lengua hispana, sera de gran utilidad para estudiantes de pre-
grado en meteorologia y de postgrado. El texto puede servir también como
libro de consulta en actividades interdisciplinarias.

Muchas personas y entidades contribuyeron en la apariciéon de esta obra.
Entre ellas la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotd, la Facul-
tad de ciencias, el Instituto Colombiano para el Desarrollo de la Ciencia
v la Tecnologia, COLCIENCIAS, el Centro de Estudios Interdisciplinarios
Basicos y Aplicados en Complejidad, CEIBA, el Instituto de Hidrologia,
Meterologia y Estudios Ambientales IDEAM, profesores y directivos del
postgrado en meteorologia del departamento de Geociencias y los estudian-
tes del posgrado.

Gerardo de Jesus Montoya Gaviria
Profesor Titular
Universidad Nacional de Colombia



Parte 1

LECCIONES DE METEOROLOGIA
DINAMICA






La meteorologia dinamica y
caracteristicas de la
circulacion atmosférica en la
region tropical occidental

Algunos rasgos de la circulacién atmosférica. Imagen satelital cortesia de la

NOAA.



Una de las aplicaciones fundamentales de la meteorologia dindmica es la
prediccion meteorolégica. Con el objeto de estimular el estudio y la apli-
cacién de esta disciplina, se presentan algunos rasgos de la circulacion
tropical, de las perturbaciones tropicales y de la variabilidad climatica.
También se mencionan algunos de los problemas atin no resueltos por la
meteorologia dindmica en esta region. Algunos de los temas tratados en
este capitulo pueden ser consultados en: Riehl (1979), Holton (1992), Has-
tenrath (1996).

1.1. La meteorologia dinamica y la prediccion
meteorologica

El desarrollo de la meteorologia dindmica estd estrechamente ligado con
los avances de su principal (pero no el inico) usuario: la prediccién meteo-

rolégica. Estos avances se resumen en la figura 1.1.
P
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Figura 1.1. Representaciéon esquematica de los avances en el tiempo de la prediccion
meteoroldgica.

La prediccién del tiempo ha sido una labor milenaria que, como actividad
cientifica, ha tenido tanto defensores como detractores. Aunque a comien-
zo del siglo XIX el astrénomo francés Francois Arago escribia que “nadie
que tuviera prestigio cientifico que perder, se deberia arriesgar a profetizar
el tiempo”, muchos notables hombres de ciencia incluyeron en sus obras
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aportes para la prediccién del tiempo: Aristételes en “Meteorologica”, 340
a.C.; Virgilio, Plinio y Tolomeo; René Descartes en el apéndice “Les meteo-
res” a su obra, “Discours de la methode”; Vitus Bering, Mikhail Lomonosov,
Benjamin Franklin, Antoine Lavoisier y muchos otros, algunos de los cuales
serdan mencionados en la siguiente exposicién.

La practica de las observaciones meteoroldgicas y de la prediccion del tiem-
po se impulsa a partir de la invencién del termémetro por Galileo Galilei en
los ultimos anos del siglo XVI y del barémetro por Evangelista Torricelli,
su discipulo, en 1643. El uso de este ultimo instrumento sirvié a Otto von
Guericke para predecir en 1660, por la caida de la presién, una tormenta
con pocas horas de antelacién y también fue de gran utilidad en la época
de las navegaciones y los grandes descubrimientos geograficos.

La implementacion de la cartografia meteoroldgica sindptica mediante la
comparacién de las observaciones meteoroldgicas realizadas simultdneamen-
te en una amplia zona, impulsada por Alexander von Humbolt (1817), H'W.
Brandes (1920), Urbain Le Terrier, y en especial la invencién del telégrafo
por Claude Chappe, sir Charles Wheatstone y Samuel Morse (1840-1870),
contribuyé significativamente a la fundamentacién y difusion de la predic-
cion meteoroldgica en el siglo XIX.

El analisis de las masas de aire y de los sistemas frontales de baja presion,
iniciado por Tor Bergeron y W. Bjerkness, constituyé un gran aporte a
comienzos del siglo XX. Bjerkness fue el primero en considerar la predicciéon
del tiempo como un problema, fisico matematico de valor inicial.

Influenciado por el trabajo de Bjerkness y sus colaboradores, el matemati-
co britanico L. F. Richardson intenté en 1920 con resultados infructuosos,
realizar la predicciéon del tiempo por métodos numéricos. A las experiencias
de Richardson, siguieron las aproximaciones a las ecuaciones de la dinami-
ca de fluidos derivadas por el meteordlogo-dinamicista sueco, Karl Gustaf
Rossby en 1940.

A finales de la década de los treinta fue posible por primera vez la utilizacién
de radiosondas con fines meteoroldgicos y el establecimiento de una red de
mediciones de aire superior. Esta invencién, junto con el adelanto en la
electronica y de los ordenadores digitales, permitieron en 1950 a John von
Neumann, Jule Charney y Ragnar Fjortoft, realizar con éxito la prediccion
numérica del tiempo a corto plazo.

En 1960 la naturaleza cadtica de la atmédsfera fue comprendida inicialmente
por Edward Lorenz. Con sus estudios sobre la teoria del caos, Lorentz
senalé sobre las limitaciones en la predictabilidad inherente en modelos
atmosféricos.



En la década de los sesenta el desarrollo de los satélites meteoroldgicos,
como el Tiros, el Sputnik y més recientemente el GOES, marcé el comienzo
de la era en que se obtienen las predicciones meteoroldgicas y se difunden
mundialmente.

1.2. Qué es la meteorologia dinamica

La meteorologia dindmica es un &area privilegiada para la aplicacion de
las técnicas matematicas. Es considerada una disciplina de la mecédnica y
dindmica de fluidos, y en consecuencia como una rama de la hidrodindmica
tedrica. Los conocimientos sobre meteorologia dindmica constituyen una
herramienta ttil para muchos usuarios. Por ejemplo, ella le sirve al me-
teordlogo para construir modelos fisico- matematicos del tiempo o del cli-
ma; al climatélogo para entender los rasgos principales de la circulacién
atmosférica; al constructor de instrumentos meteoroldgicos para conocer
las caracteristicas del flujo alrededor del instrumento. También sirve al ob-
servador, al pronosticador, al astrénomo y al piloto para interpretar las
observaciones meteorologicas.

Uno de los objetivos de la meteorologia dindamica es entender y predecir el
tiempo y el clima. En la actualidad existe la teorfa cuasi-geostréfica, que
en una forma razonablemente coherente explica el desarrollo de perturba-
ciones atmosféricas de escala sindptica en latitudes medias. De acuerdo con
esta teorfa (ver Holton,1992), las perturbaciones de latitudes medias se for-
man debido a un proceso de inestabilidad baroclinica, asociada al gradiente
meridional de temperatura.

En latitudes tropicales, el gradiente meridional de temperatura y la com-
ponente horizontal de la fuerza de Coriolis son débiles; por tanto, la teoria
cuasi geostrofica no es aplicable. Para las latitudes tropicales, falta por
desarrollar una teoria similar que explique la formacién de perturbaciones
y su relacién con la circulacién en latitudes medias. Esta problematica la
podemos intuir en un examen rapido de la teoria de circulacién atmosférica.

1.3. La circulacién atmosférica

Algunos rasgos principales de la circulacién atmosférica estdn representados
en la ilustracion presentada al inicio de este capitulo. Debido a que la
radiacién neta es abundante en los trépicos y deficitaria en las regiones
polares, existe un gradiente de temperatura dirigido desde el ecuador hacia
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las regiones polares (ver ilustracién al inicio de este capitulo). La existencia
de este gradiente crea un flujo medio u oestes, de aproximadamente 10 m/s
en término medio y orientado de oeste para este. La existencia de este flujo
medio es la caracteristica mas importante de la circulacién general de la
atmoésfera en esas latitudes. Ademads, dentro de ese flujo medio, a través de
un proceso llamado inestabilidad baroclinica, se desarrollan perturbaciones
u ondas, ciclones extratropicales, etc.

El desarrollo y la propagacién de estas ondas determinan el estado del tiem-
po en esas latitudes, y ademads, al igual que las corrientes marinas, sirven de
mecanismo para transportar energia desde los trépicos hasta latitudes mas
altas. Estas perturbaciones se deben intensificar hasta tanto el transporte
de calor no sea suficiente para balancear el déficit de radiacién en latitu-
des polares. La intensificacién de la actividad ciclénica en Norte América
registrada durante los episodios del fenémeno El Nino, cuando el Pacifico
ecuatorial oriental sufre un significativo calentamiento por encima de la
norma, es una interesante confirmacién de esta teoria.

En latitudes bajas o tropicales, la situacion es diferente. Aqui no existe un
gradiente meridional de temperatura suficientemente grande para mantener
un flujo semejante al observado en latitudes medias. En los niveles bajos
de la troposfera tropical y en la direccién horizontal, predomina un flujo de
naturaleza un tanto diferente, los vientos alisios del nordeste y del sudeste,
los cuales se originan en las altas subtropicales de los hemisferios norte y
sur, respectivamente. Estos vientos se pueden apreciar en las cartas medias
circunglobales, como las mostradas en la figura 1.2.

El predominio de presiones mas bajas en enero, con relacién a julio, en la
region ecuatorial, estd estrechamente ligado al posicionamiento estacional
de los vientos alisios en ambos hemisferios.

La aparicién de los oestes en latitudes medias y la de los alisios en latitudes
bajas, puede ser explicada como una consecuencia de la conservacion del
momento angular para el sistema tierra—atmosfera.

1.3.1. La conservacién del momento angular para el sistema
tierra-atmoésfera

Debido a la trascendencia de la conservacion del momento angular en la
circulacién atmosférica, es importante mostrar aqui una aplicacién sencilla
de este concepto.

Es conocido que, para la unidad de masa, el momento de inercia es el
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Figura 1.2. Mapas medios de lineas de corriente e isobaras en superficie, disenados
con la informacién del Reandlisis. Arriba: enero, abajo: julio; El drea sombreada
en la parte superior indica campos de isobaras cada 1hPa.

producto de la velocidad por la distancia al centro de rotacién. Al sustituir
la velocidad tangencial por la velocidad angular se obtiene el momento
angular. El momento angular debido a la rotacion de la Tierra, que actia
sobre una particula en reposo y en la latitud ¢, es Qr2, donde 7 es el radio
del circulo de latitud y €2 es la velocidad angular de la tierra.

De acuerdo con la figura 1.3, este momento angular disminuye hacia los
polos, como cos? ¢. Si la particula de aire se desplaza, el momento adicional
que actia sobre ella (llamado momento angular de la atmdsfera) es ur,
donde u es el viento zonal.

Del curso de fisica sabemos que para el sistema tierra—atmosfera, el mo-
mento angular se conserva. Esto puede escribirse como

d(ur + Qr?)

=0
dt
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Ecuador

Figura 1.3. Angulos y arcos coordinables para mostrar la conservacién del momento
angular.

Esta ecuacion muestra que la suma entre paréntesis es un valor constante.
Por eso podemos escribir esta ecuacién como

ua cos ¢ + Qa? cos? ¢ = const (1.1)

donde «a es el radio de la Tierra. Veamos que significa esto. Teniendo en
cuenta que la componente u es positiva del oeste hacia el este, una particu-
la de aire, que se mueve hacia latitudes medias y altas debe ser impulsada
por vientos del oeste para compensar el decrecimiento de cos? ¢. Recipro-
camente, el aire que se dirige hacia el ecuador debe adquirir componente
este. Este raciocinio coincide con lo que, en término medio, muestran las
cartas de viento en superficie, o sea, vientos del oeste en latitudes medias
y de componente este en la region tropical. A estos ultimos vientos se les
conoce como vientos alisios.

En la region tropical y en la direccién vertical predomina una circulacién
llamada celda de Hadley, con movimientos ascendentes en la zona donde
convergen los alisios o Zona de Convergencia Intertropical, ZCIT, y sub-
sidencia en las altas subtropicales. La circulaciéon de Hadley se representa
esquematicamente en la figura 1.4. Esta celda de circulacién sirve como
mecanismo de intercambio en la direccién meridional. Otra circulaciéon de
gran escala e importante en los trépicos es la celda de circulaciéon de Wal-
ter, orientada en direccion zonal y asociada con el calentamiento diferencial
de la superficie en esta direcciéon. El transporte vertical es una de las ca-
racteristicas mas importantes de la circulacién atmosférica en las latitudes
tropicales.

Esta vision resumida de la circulacién muestra con claridad la diferencia
entre los tipos de circulacién en latitudes medias y tropicales. Si la forma-
cién y el desarrollo de las ondas baroclinicas o perturbaciones de latitudes
medias se puede entender con ayuda de la teoria cuasi-geostrofica mencio-
nada, no sucede lo mismo para latitudes tropicales donde hasta el momento
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Figura 1.4. Representacion esquematica de la celda de Hadley, resaltada en negrita
y perpendicular al plano de la pagina.

no existe una teoria que sirva para explicar en forma unificada el desarrollo
de perturbaciones tropicales y su conexién con los movimientos de latitudes
medias.

Energéticamente hablando, esta situaciéon podemos representarla como si-
gue: fuera de los trépicos, la fuente primaria de energia para las pertur-
baciones de escala sinoptica es la energia potencial disponible, asociada al
gradiente latitudinal de temperatura. (La energia potencial total es la suma
de la energia interna mas la energia potencial gravitacional; sin embargo,
solo esta disponible el 0.5% de esta energia). En este caso las contribu-
ciones por calor latente y calentamiento radiativo son secundarias. En el
trépico, por el contrario, el almacenamiento de energia potencial disponible
es pequeno debido a los relativamente débiles gradientes de temperatura en
la atmdsfera tropical. En este caso, la realizacion de calor latente aparece
como la fuente primaria de energia, por lo menos para las perturbaciones
originadas en la regién ecuatorial.

1.4. Perturbaciones tropicales

De manera similar a lo que sucede dentro del flujo de latitudes medias, en el
de los alisios también se desarrollan perturbaciones. Entre ellas; las ondas
del este, las tormentas y los huracanes tropicales. Algunas pueden comen-
zar como una simple depresion en el flujo, llamada onda del este, continuar
desarrollandose hasta alcanzar el siguiente estado de tormenta tropical vy,
finalmente, si las condiciones son favorables, convertirse en un huracan tro-
pical. En la figura 1.5 se muestra una imagen del huracdn Katrina.
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Las ondas del este, las tormentas tropicales y los huracanes estan directa-
mente asociados a la formacion y el desarrollo de la conveccién atmosférica.
En los mapas sindpticos, las tormentas tropicales se reconocen por isobaras
cerradas y vientos superficiales sostenidos de hasta 17 m/s. En los huracanes
tropicales, los vientos superficiales alcanzan hasta 32 m/s y més. Las tor-
mentas y los huracanes tropicales son considerados detalladamente en tex-
tos de meteorologia tropical. Sin embargo, mencionaremos aqui seis parame-
tros esenciales en la génesis de un huracén, sugeridos por Gray (1979), (ver
también Hastenrath, 1996: pagina 226): Ellos son: 1. La temperatura de
la superficie del mar. 2. El gradiente vertical de la temperatura potencial
equivalente. 3. La humedad relativa en la troposfera media. 4. La vorticidad
relativa en niveles bajos. 5. El parametro de Coriolis. 6. El cizallamiento
vertical del viento horizontal. Los tres primeros son de tipo termodinamico
y estan estrechamente relacionados con la formacién y el desarrollo de la
conveccién profunda en la atmdsfera; y los cuatro ultimos son de carécter
dindmico.

Figura 1.5. Imagen de satélite del huracdn Katrina, 28/08/2005. Tomada de
http://jrscience.wep.muohio.edu/coriolis/katrina/08 _28_VIS_1425.gif

Ademas de estas perturbaciones, existen otros sistemas productores de llu-
vias, las cuales modifican el estado del tiempo en la regién tropical.
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1.5. Otros sistemas productores de lluvia en la
region tropical occidental

Otros sistemas pluvigenéticos en la region tropical, en particular en Co-
lombia, son la ZCIT, los complejos convectivos de mesoescala, las vaguadas
asociadas con el paso de frentes frios de latitudes medias y otros. A con-
tinuacién se hace una breve discusién sobre estos sistemas productores de
lluvia.

1.5.1. La Zona de Convergencia Intertropical, ZCIT

En las imagenes de satélites, la ZCIT se reconoce como una banda nubosa
cercana al ecuador (ver ilustracién al comienzo de este capitulo), aunque
algunos autores prefieren reconocerla por la discontinuidad presentada en
el encuentro de los alisios de ambos hemisferios. La ZCIT es probablemente
el mecanismo productor de lluvia de mayor influencia sobre la region norte
de Suramérica. Sin embargo, es materia de controversia en la actualidad;
su ubicacién en una zona donde se presentan simultdneamente valores ex-
tremos en otros campos, como maximo de nubosidad, minimo de presién
y maximo de temperatura de la superficie del mar. No existe una manera
coherente de explicar la coexistencia simultanea de estas bandas.

No es fdcil concebir, por ejemplo, como el mdximo de temperatura en la
superficie del mar, obtenida por calentamiento debido a la radiacién solar,
pueda coexistir simultaneamente con méaximo en nubosidad.

En un intento por explicar esta situacion, usando estudios de alta resolu-
cién, Hastenrath & Lamb (1977, 1978) sugieren que la zona de méxima
convergencia, nubosidad y precipitacién se encuentra distante del eje de
discontinuidad del viento (definido como minimo en velocidad y persisten-
cia) hasta 350 km en el mar y hasta 1000 km en el continente africano. Sin
embargo, atun no es claro el mecanismo fisico causante de esta separacion.

1.5.2. Complejos convectivos de mesoescala

La costa pacifica colombiana, una de las regiones mds lluviosas del globo, a
menudo es afectada por Complejos Convectivos de Mesoescala, CCM, como
el que se muestra en la figura 1.6.

Los CCM también se presentan en la Amazonia y se detectan en las image-
nes de satélite como largas agrupaciones de nubes cumulus. Estas forma-
ciones a menudo son asociadas a lineas de inestabilidad.
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Figura 1.6. Complejo convectivo de mesoescala actuando sobre la costa pacifica
colombiana. Cortesia de NOAA-CSU. Tomado de

http://wwwl.cira.colostate.edu/Special /CurrWx /currwx.htm.

Aun no existe una teoria suficiente para explicar el origen y desarrollo de
estos complejos convectivos de mesoescala sobre el territorio colombiano.

1.5.3. Influencia de sistemas de latitudes medias

Para identificar la influencia de estos sistemas sinépticos de latitudes medias
sobre la regién tropical no existe una nomenclatura unificada. Por ejemplo,
Riehl (1979), analizando la influencia de estos sistemas sobre Hawai los 1la-
ma “ciclones tropicales”, en México y Centroamérica reciben el nombre de
“temporales”, en El Salvador “nortes”. En Colombia, frecuentemente los
senalan como vaguadas asociadas a frentes frios de los hemisferios norte o
sur. Sobre la dindmica de su formacién y desarrollo, tampoco existe una-
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nimidad de criterios. De acuerdo con Riehl (1979), aparecen como vértices
en altura que van descendiendo a través de la troposfera. Los temporales
son caracterizados por una depresion en todos los niveles sin profundizacién
significativa con la altura (ver Hastenrath, 1996, Pallman, 1968). Un papel
importante representa aqui la transferencia de vorticidad ciclénica desde
el nivel donde se presenta la cizalladura. Los nortes se producen como una
rapida modificacién del aire continental y frio sobre el mar Caribe y el Golfo
de México. Kouski (1979) describe el pasaje de frentes frios o sus remanen-
tes del hemisferio sur sobre el norte de Brasil y la Amazonia. Estos sistemas
se presentan acompanados de nubosidad y lluvias abundantes. Hasta el pre-
sente han sido poco estudiados. En la figura 1.7 se muestra la influencia de
un sistema del hemisferio norte sobre la regiéon norte de Suramérica. Ese dia
se registraron abundantes precipitaciones en varias regiones del territorio
colombiano.

Figura 1.7. Influencia de un frente frio del hemisferio norte sobre el Caribe y norte
de Suramérica. Cortesia de CIRA-NOAA-CSU. Tomado de

http://wwwl.cira.colostate.edu/Special /CurrWx /currwx.htm.
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1.6. Circulaciones locales

Ademas de los sistemas y perturbaciones mencionados, las lluvias de la
regién tropical son provocadas o disparadas a menudo por una interacciéon
entre el flujo de larga escala y circulaciones locales. Estas circulaciones
tienen un ciclo diurno bien definido que incluye el fenémeno de la brisa
y la circulacién Valle-Montana. Por ejemplo, en latitudes no tropicales, la
brisa marina afecta hasta 10 — 20 kms adentro del continente, mientras
que en las regiones tropicales este efecto se puede extender hasta 100 km
y mas. Asi mismo, la circulacién valle-montana puede provocar abundante
nubosidad y precipitacién en las laderas, y escasas en el centro del valle,
lo que ejerce gran influencia en la cobertura vegetal de estas zonas. (La
precipitacién mayor en las laderas que en el centro del valle se debe a que durante el dia, en
especial durante las horas de la manana y a una misma altura, el aire se calienta con mas rapidez
cerca de la ladera que en el centro del valle, provocando ascenso de aire cerca de la ladera con la
consecuente formacién de nubosidad y descenso o subsidencia en el centro del valle). La brisa,
la circulacién valle-montana y el fenémeno Foehn ejercen gran influencia en
el clima y estado del tiempo en las regiones tropicales, en especial, sobre el
territorio colombiano.

1.7. Los sistemas de precipitacion y la
variabilidad climatica

Los sistemas productores de lluvia son afectados por oscilaciones cuasi-
periddicas como las asociadas al el fendmeno El Nifio y la Oscilacién del
Sur, ENOS, el ciclo cuasi-bienal, las oscilaciones Madden Julian, etc.

1.7.1. El fenémeno El Nino y la Oscilacion del Sur

Este es un fenémeno de variabilidad climéatica interanual que ocurre en
ciertos anos con componentes en la del Océano Pacifico surecuatorial oc-
cidental y en la atmosfera circundante. La componente oceanica incluye
calentamiento andémalo en el Pacifico oriental, profundizacién de la termo-
clina y aparicion de contracorrientes en la costa peruana. Como componente
atmoésfera se observa el desplazamiento de los centros de conveccién hacia
el Pacifico oriental, el debilitamiento de los vientos alisios y de los centros
de alta presion en esta zona.
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1.7.2. Las oscilaciones Madden Julian

Ademds de a la variacién interanual asociada al fenémeno El nino, la
atmosfera tropical exhibe variabilidad en escalas menores a un ano o varia-
bilidad intra-anual. Es el caso de las oscilaciones Madden Julian las cuales
se presentan en escalas temporales de 30 a 60 dias.

La oscilacién Madden Julian se caracteriza por una propagacion hacia el
este de anomalias de conveccion profunda desde el Océano Indico hacia el
Pacifico occidental. Esta oscilacion influye directamente en el régimen de
precipitacion en la regién tropical y se presenta asociada a cambios en los
regimenes de viento, temperatura de la superficie del mar y nubosidad.

Tanto el fenémeno El Nino, la oscilacién del sur y otros procesos cuasi-cicli-
cos, ejercen fuerte influencia en los sistemas productores de lluvia mencio-
nados. Sin embargo, poco se conoce sobre la dindamica de esta interaccion,
ni se poseen estimativos sobre la variabilidad climatica de los sistemas plu-
viogenéticos en Colombia, asociada a estos fenémenos.

De esta breve excursion realizada por la circulacion general de la atmosfera
en latitudes medias y tropicales hemos aprendido, de manera general, a
reconocer las diferencias en la circulacién del viento predominante en ca-
da uno de estos dos tipos de latitudes y algunas de las preguntas atin sin
resolver para latitudes tropicales. Particularmente, se puede afirmar que
en la regién tropical prevalecen los movimientos verticales; y por tanto, es
conveniente conocer métodos adecuados para detectar y predecir este ti-
po de movimientos. Estos métodos pueden ser andlisis de la divergencia y
velocidad vertical; vorticidad relativa y conservaciéon de la vorticidad po-
tencial; andlisis termodinamico como el de la estabilidad estatica y modelos
de prediccion numérica. Sobre la introduccién e implementacién de algunos
de estos métodos mencionados se hara énfasis en los capitulos siguientes.

Ejercicio

Una parcela de aire de masa unitaria se encuentra en una latitud de 30
grados sur. Calcule la velocidad zonal que debe obtener esa parcela de
aire para que se cumpla la ley de conservacion del momento angular para
el sistema Tierra-atmosfera de acuerdo con la férmula (1.1). Témese la

velocidad angular de la tierra, Q = 7.32z10 — 5 1/s y el radio de la Tierra,
a = 6.42106 m. Repitase el ejercicio para una latitud de 5 grados sur.
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de la meteorologia moderna. Es célebre
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considerar la prediccién del tiempo como
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Imagen tomada con permiso de
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Cortesia de la NASA.

FEn este capitulo se hace una revision de vectores, andlisis vectorial y
algunos elementos de hidrodindamica. Esta revision, la cual se ilustra
con ejemplos de meteorologia, se considera un ejercicio introducto-
rio de gran utilidad previo a la fundamentacién de los principios
tedricos de la meteorologia dindamica. Algunos de los libros de con-
sulta recomendados son Haltiner & Martin (1956), Holton (1992),
Riegel(1992).
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2.1. Vectores

2.1.1. Escalar, vector

En fisica encontramos cantidades que tienen solamente magnitud. A ellas
las llamamos escalares. Por ejemplo la temperatura, la presion, etc. A otras
cantidades que, ademés de magnitud tienen direccion, las llamamos vec-
tores. Por ejemplo la velocidad, la aceleracién, la fuerza, etc. A un vector
lo representamos con una letra en negrita o con una flecha encima. La
representacion vectorial simplifica el tratamiento matemdético y también
suministra una interpretacién fisica simple a ciertos resultados matemati-
COS.

2.1.2. Suma (resta) de vectores

En la figura 2.1 se ilustra la suma de dos vectores A y B. El vector —B
se define como un vector tiene la misma magnitud de B, pero de direccién
opuesta. Por tanto, la diferencia de dos vectores es A + (—B).

Un vector puede ser representado por sus componentes cartesianas o ha-
ciendo uso de la nocion de vectores unitarios:

Sean i, j, k, vectores ortogonales unitarios en las direcciones z, y y z,
respectivamente. Segun la figura 2.2 y la definicién de suma de vectores, un
vector A se puede representar como

A=Ai+ Ayj+ Ak, (2.1)

Donde A,, A, y A, son las componentes del vector A sobre los ejes z, y y
z respectivamente. Por ejemplo, el vector posicién que serd repetidamente
usado en este texto, se denota como

r=zi+yj+ zk. (2.1a)

C=A+B

A

Figura 2.1. Suma de vectores
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X

Figura 2.2. Representacion de un vector por componentes.

La magnitud del vector |A| se expresa

|A| = (/A2 + A2 + AL

La magnitud del vector unitario es 1. Dos vectores son iguales si son iguales
sus componentes. Es decir,

A=B si Ay, =DB,, Ay=B,y A, =B,.
La suma de dos vectores expresados por sus componentes estd dada por
A+B= (A, +By)i+ (4, + By)j+ (A. + B.)k.

La diferencia entre dos vectores se escribe en forma similar.

2.1.3. Producto escalar

En la férmula (2.1) tuvimos un primer encuentro con el producto de un
escalar por un vector (el producto de un escalar por un vector da como
resultado un vector ). El producto escalar, o producto punto de dos vectores
A y B, se designa por A - B y se define como

A -B =|A||B|cosf. (2.2)

Donde, 6(< 180°) es el angulo entre los vectores. Nétese que el producto
escalar de dos vectores es un escalar. Ademas,

ii=j j=k-k=10=0)yi-j=j-k=1i-k=0(0=90).
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2.1.4. Producto vectorial

El producto vectorial se designa por A x B y el resultado es otro vector.
La magnitud de ese vector es

|A x B| = |C| = |A|Blsen 0. (2.3)

La direccion del vector C es perpendicular al plano formado por los vectores
A y B, y su sentido es determinado por la regla de la mano derecha (también
cominmente conocida como regla de “avance del tornillo”). El producto
vectorial tiene una representacion matricial cuando los dos vectores estan
dados por sus componentes:

R R A
AxB=|A, A, A (2.4)
B, B, By

El vector resultante del producto vectorial, de acuerdo con la representacion
matricial se escribe

A x B = (Ayi+ Ayj + A.k) x (Byi+ Byj + B.k) =
(AyB. — A.B,)i — (AyB, — A.B,)] + (AuBy — AyBy)k. (2.4a)

2.1.4.1. Aplicacion del producto vectorial - velocidad zonal del
viento

Considere el movimiento de la Tierra representado en la figura 2.3 donde 0
es la velocidad angular de la tierra, dirigida a lo largo del eje de rotacion;
7 es el vector posicion de un punto sobre el circulo de latitud, con respecto
al centro de la Tierra; y R es el vector posicién del mismo punto, pero con
relacion al centro del circulo de latitud por donde pasa el eje de rotacién.

El movimiento de una particula que se desplaza solidaria con la Tierra,
paralela a un circulo de latitud, se denomina velocidad zonal del viento.
Esta velocidad puede expresarse mediante el siguiente producto vectorial
(recuerde que en el movimiento circular uniforme la velocidad tangencial puede expresarse como

el producto de la velocidad angular multiplicada por el radio)
V=Qxr=Q2xR. (2.5)

La equivalencia de estos dos productos vectoriales resulta evidente teniendo
en cuenta que, de acuerdo con la figura 2.3

—

Oxi=0x(F+R)=0xR
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A

V 7| IR| =rsend

-

A
;6 r

Figura 2.3. Representacion de la velocidad zonal como el resultado de un producto
vectorial.

en donde r, es la proyeccién del vector i sobre el eje z y que los vectores
r, v £ son colineales.

2.1.5. Productos que envuelven mas de dos vectores

El resultado del triple producto A - (E X 5) es un escalar y se puede escribir
sin paréntesis, o sea, A - B x C, ya que la operacién (A - B) x C' carece de
sentido.

El resultado del producto (/T E) -C es un vector, y es diferente del resultado
A(B-C).

Algunos productos de vectores que seran utilizados méas adelante se presen-
tan a continuacion:

Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C (2.6)
(AxB)xC=(C-A)B—-(C-B)A

2.2. Analisis vectorial

2.2.1. Diferenciacién de vectores

En la figura 2.4, 7 es el vector posicién de una particula. La velocidad 1%
de esta particula estd dada por

AP dF
lim — =—=V 2.
AtDo Ar T dt (2:8)
v la aceleracion @ por
&’ AV
ar_dv_a (2.9)

a2~ dt
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Para continuar ilustrando la diferenciacién de vectores, considere el vector

r + Ar
Ar

r

Figura 2.4. Diferenciacion de vectores.

A representado por la férmula (2.1) y dos sistemas de coordenadas, uno
fijo de componentes zyz y otro mévil de componentes z'y'2’, el cual gira
con velocidad angular constante (ver figura 2.5). Entonces, para el sistema
fijo, el cambio del vector A con el tiempo es

doA _-dAy  -dA, | odA.

7

a at o T (2.10)

donde el subindice a indica que derivamos con relacién a un sistema fijo o
absoluto. Ese mismo vector A, en el sistema que gira, se representa como

A=A+ Ayj+ Ak = ALi+ ALj + ALk.

Diferenciando este vector con relacién a un sistema absoluto de coordena-
das, se obtiene

- , ,

d, A _ dAl = dA

. dA - di’ dj’ dk’
T By W UV MR i
a T T e Ty Ty

(2.11)

Figura 2.5. Sistema de coordenadas en rotacién (linea punteada), superpuesto a un
sistema fijo (linea continua).

En esta expresion, los términos de la derivada de los vectores unitarios
con respecto al tiempo existen y no son constantes. (A pesar de que el médulo
permanece constante, la direccién del vector unitario cambia permanentemente en el sistema que

gira). De acuerdo con las definiciones (2.8) y (2.5),
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. i’ - o di . -
— =0xi, = = I = x k.
X1, X7, 7 X

Sustituyendo estos valores en la parte derecha de (2.11) y teniendo en cuen-
ta que los tres primeros términos en la parte derecha de esta expresion
representan el cambio del vector A en el sistema que gira,

A ad o
ddt = a;—t(sistema que gira) + Ax(Q x i) + Ay (2 x j) + A (2 x k) =

dA - L
= %(sistema que gira) + Q x (Ayi + Ayj + Azk),

y puesto que el término en el lado izquierdo representa el cambio del vector
en el sistema fijo, se escribe

—

N

da
dt

dA .
(sistema fijo) = = (sistema que gira) + Q x A. (2.12)

asi se llega a un importante resultado. La tasa de cambio de un vector
arbitrario A con respecto a un sistema fijo de coordenadas (una estrella por
ejemplo) es igual a la tasa de cambio observada en el sistema en rotacién
(lo que es igual, por un observador situado en el sistema que gira) més el
término € x A (Ver ejercicio 2).

2.2.2. Operador nabla ( V)

Existen algunas combinaciones de derivadas parciales que ocurren con fre-
cuencia en aplicaciones fisicas. Una de ellas es el operador diferencial vec-
torial llamado nabla, el cual se designa con el simbolo V y se define como

V= c% +j58y+k§z' (2.13)
Se debe tener en cuenta que nabla es apenas un operador y que solo tiene
sentido fisico cuando se multiplica por un escalar o por un vector. Si el
operador nabla es multiplicado por una magnitud escalar, se obtiene un
gradiente. Si el operador nabla es multiplicado por un vector, se consideran
dos casos: el de un producto punto y el de un producto cruz. En el primer
caso, se obtiene una divergencia; en el segundo, un rotacional.
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2.2.3. Gradiente

S

Se obtiene al multiplicar el operador nabla por un escalar, por ejemplo, la
presién, la temperatura, etc.

Vp:i% +jg§+kg§ (2.14)
El gradiente es una caracteristica del campo vectorial. En matematicas, se
define orientado en el sentido de crecimiento de la funcién. En meteorologia ,
el gradiente se entiende orientado en sentido de decrecimiento de la funcién,
razén por la cual a menudo se usa la cantidad —Vp para indicar el gradiente
en meteorologia. De esta forma no se entra en confusién con la orientacién
dada en matematicas. Esta orientacion estd de acuerdo con la préactica
meteoroldgica y es mas logica desde el punto de vista de aplicaciones fisicas
que, en el caso de la presién, indica el sentido hacia donde el aire fluye o
sea, desde las altas hacia las bajas presiones.

En el ejercicio 1 se muestra que el gradiente de presién es perpendicular a
las isobaras.

En el ejercicio 3 se muestra que el vector posicién r es igual al producto de
su modulo r por el gradiente de r. O sea,

7 =rVr (2.15)

2.2.4. Divergencia de un vector

Es una cantidad escalar que se obtiene al multiplicar el operador V por un
vector; el vector posicién r por ejemplo. En este caso, el resultado es

- - 8_’ 8_.’ 8_' - 2 e _
V7= (%z+a—y3+$k)(m+yj+zk) =3 (2.16)

Otro ejemplo es el producto del operador nabla por la velocidad, vV =
iu + jv + kw. En este caso, se obtiene la divergencia del campo de la

velocidad:
- ou Ov Ow

V V=t

or Oy 0z

Graficamente, la divergencia se identifica como el esparcimiento o acerca-
miento de las lineas de flujo, como se muestra en la parte derecha de la

figura 2.6.

(2.17)
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Matematicamente, la divergencia de un vector en un punto P es el flujo
por unidad de volumen en las vecindades de P. Veamos que significa esto.

Considere una superficie imaginaria cerrada, un cubo como el de la figura
2.6, donde 71 es la normal a un elemento infinitesimal da de esa superficie.
El flujo de masa que atraviesa una superficie se define como la cantidad
de masa que pasa en la unidad de tiempo y se representa por la siguiente
integral de superficie:

D, :@Spﬁ-ﬁda
S

Figura 2.6. Representacion de un fluido por sus lineas de flujo. En la parte izquierda
de la figura, el fluido es no divergente, mientras que en el extremo derecho, el fluido
es divergente.

donde ¥ es la velocidad que en principio puede ser cualquier vector, y p es
la densidad del fluido. De acuerdo con la definicién anterior, la divergencia
se escribe

| Lo
div pt = v gspv - nida (2.17a)

en donde V' es volumen.

(Estrictamente hablando, la divergencia es el limite de la relacién entre el flujo y el volumen
cuando el volumen tiende a cero). Es importante anotar que el flujo por la superfi-
cie cerrada es diferente de cero solo cuando dentro de ella existen fuentes o
sumideros. La divergencia es entonces una medida especifica de la deforma-
cion del campo asociada a la existencia de fuentes o sumideros dentro del
mismo. La asociacién entre las férmulas (2.17) y (2.17a) la da el teorema
de Gauss, segun el cual, el flujo de un vector por una superficie es igual a
la integral por volumen de la divergencia de ese mismo vector. O sea,

ﬂa-ﬁda:ﬂ V- GdV.
S 14
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2.2.4.1. No divergencia y funcién de corriente (¢ )

Si la divergencia horizontal del viento es nula, es decir

- -5 Ju Ov

V.V — 0,

= — + _— =
or Oy

el flujo es no divergente y decimos que existe una funcién escalar i) por

medio de la cual se pueden expresar las componentes del viento horizontal

uyw,
oy oy
~ 5y’ v=oo =
En efecto, derivando la primera de estas ecuaciones por z y la segunda por
y, y sumando los resultados,
Oou  Ov 0 (8w>+ 0 (aw)

oz "oy~ oz\ay) Toy\ox

u =

0. (2.18)

En esta forma, se demuestra la validez de la afirmacién (2.18) para el caso
de un flujo no divergente.

Las dos componentes (2.18) pueden reunirse en una sola ecuacién vectorial:
V=K x Vi, (2.19)

en donde V es un vector plano.

2.2.4.2. Lineas de corriente

Por definicién, una linea de corriente es una linea tangente al vector velo-
cidad en cada punto (dicho de otra forma, el vector velocidad es tangente a la linea de
corriente en cada punto). En la figura 2.7 se muestra una linea de corriente. En
un punto P, asociado a un vector posicién r, la velocidad Vg es tangen-
te a la linea de corriente. Centrando la atencién en el vector dr, notamos
que a medida que tiende a cero, dr también se vuelve tangente a la linea
de corriente en el punto P, o sea paralelo a V. Matematicamente, esta
condicion de paralelismo puede expresarse como

Vi x 07 = 0.

Teniendo en cuenta que en el plano el vector dr se expresa como or =
idx + joy, se efectia el anterior producto vectorial y se obtiene

ik

v v w|= (u6y — véx)k =0.

ox dy Oz
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P \4

Linea\de corriente

Figura 2.7. Linea de corriente.

o sea
udy = viz. (2.20)

En el limite, se puede escribir

dy _ ol@,9,t) (2.20a)
de  u(x,y,to)

Si el flujo es no divergente, situacion que se puede asumir valida en la
region tropical y en ausencia de perturbaciones, puede representarse por
la funcién de corriente solamente. En efecto, sustituyendo u y v por sus
valores en (2.18) y trasponiendo términos se obtiene:

oY oy .

o también
Y = const. (2.21)

Las igualdades (2.20) y (2.21) revelan que, en el flujo no divergente, las
lineas de corriente pueden ser representadas por las lineas de 1 = const.
En esto se fundamenta la utilizacién de las lineas de corriente en la regiéon
tropical como lineas de w = const. (Obviamente, las lineas de corriente son validas
para representar el flujo no perturbado. Sin embargo, la aparicién de curvatura de las lineas
de corriente en algunas dreas del flujo puede servir como indicativo de la formacién de una

perturbacién tropical)

2.2.5. Vorticidad

El concepto de vorticidad en dindmica de fluidos estéd asociado al concepto
de velocidad angular de una particula o de un sélido. La vorticidad se define
fisicamente como la tendencia de rotaciéon de una parcela de aire alrededor
de un eje que pasa por su centro de masa.
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La expresion para la vorticidad se obtiene a partir del producto cruz entre
el operador nabla y el vector velocidad V:

ow Ov\- (O0u Ow\- s0v OJu

Vx = - (@_E)H(%_%)ﬁ(%_@)g' (2.22)

SIS
g S-" Q

i
9
ox

U

En meteorologia, es particularmente importante la componente vertical de
la verticidad, la cual se designa por ( y se escribe

_Ov Ou

(=55~ ay (2.23)

Utilizando notacién vectorial, la componente vertical de la vorticidad se
escribe

(=k-VxV. (2.24)

Sustituyendo a V' en esta expresién por su valor en (2.18) es facil llegar a
una ecuacién, la cual relaciona la vorticidad con la funcién de corriente.

C=k- V. (2.25)

Evidentemente, esta relacion es valida solo para una atmoésfera no diver-
gente.

2.2.6. Diferencial total, cambio local

Varias de las leyes de la fisica, como la segunda ley de la termodinamica,
la segunda ley de Newton, etc., estdn escritas para una particula, lo cual
se puede asociar en la atmédsfera a una parcela de aire en particular. La
descripcién del movimiento que acompana la particula se llama tratamiento
de Lagrange. Cuando en vez de acompanar la particula, queremos saber
qué sucede en un punto fijo como consecuencia del movimiento del aire,
debemos utilizar el tratamiento de Euler. La equivalencia entre estas dos
maneras de abordar la descripcién del movimiento se logra a través de los
conceptos de derivada total o sustancial y lo equivalente: derivada local mas
la adveccién.

El diferencial total de una variable T' (temperatura por ejemplo) se escribe

oT oT oT oT
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Dividiendo entre dt, la expresién anterior se escribe,

dr or oT oT oT
E = a +u o 62/ w 5 (2.26)
El término de la izquierda se llama derivada total o derivada sustancial,
el primer término de la derecha se llama derivada local y los ultimos tres
términos juntos reciben el nombre de adveccién. De la expresién anterior
se desprende que la derivada local puede expresarse como

or dr _ =
il VT, (2.27)
en donde el primer término en la derecha es la derivada sustancial y el
segundo representa la advencion. El término adveccion representa la con-
tribucién al cambio local de la temperatura debida al movimiento del aire.
La derivada total puede ser definida siguiendo otro campo diferente al vien-
to. Fisicamente, los tratamientos de Euler y Lagrange se pueden intuir con
ayuda del siguiente ejemplo.

Ejemplo.

La presién atmosférica en superficie decrece unos 3 mb/180 km en la direc-
cién este. Un barco que navega a 10 km/hora detecta una caida de presién
de 1mb cada 3 horas. ;Cual sera el descenso de la presion observada en una
isla frente a la cual pasa el barco?

Solucion

En este ejemplo se quiere encontrar la derivada local dp/dt. La derivada
sustancial es la medida tomada en el barco (dp/dt = —1mb/3 horas). La
adveccién en este caso es

km) < —3mb) _ _én;b.

Vop/ox = (mT 180km

Aplicando la férmula (2.27),

@_ 1mb lmb_lmb

% 3L "6nh 61n°

Note que la tasa de decrecimiento de la presién en la isla es solo la mitad
de la medida en el barco.
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2.3. Principios de Hidrodinamica

2.3.1. Segunda ley de Newton

Para un cuerpo rigido, la segunda ley de Newton establece que la acelera-
cion por unidad de masa es equilibrada por las fuerzas que actian sobre el
cuerpo. En un fluido, el cual esta constituido por un conjunto de particulas,
este principio se aplica a un volumen infinitesimal o elemental. Sin embargo,
para que el principio continte siendo valido, se debe cumplir la hipdtesis del
continuo. O sea, suponer que las magnitudes fisicas como masa, momento,
temperatura, etc., asociadas con la materia en el pequeno volumen dado, se
consideran uniformemente distribuidas en ese volumen. En la practica, para
hacer cumplir la hipétesis del continuo es suficiente suponer que la dimen-
sién lineal del volumen elemental considerado es grande en comparacién
con la longitud del recorrido libre de las moléculas (con esta condicién asegura-
mos que el volumen contenga suficiente niimero de moléculas) y pequeno en comparacién
con la escala del movimiento considerado (con esta condicién aseguramos que las
magnitudes sean constantes dentro del volumen elemental). En la atmosfera terrestre,
hasta una altura de 100 km, estas condiciones se satisfacen plenamente. Por
eso, es posible considerar la atmdésfera como un medio continuo y aplicar
en ella las leyes de la mecanica. Cuando el efecto de rotacion de la tierra
no se tiene en cuenta o cuando se toma una parcela de aire sin friccion, las
fuerzas atmosféricas que actian sobre el volumen elemental son la fuerza
(por unidad de masa) del gradiente de presién y la fuerza de gravedad.
(Estas fuerzas serdan analizadas en detalle en el capitulo siguiente). La ley
de Newton para esta parcela puede escribirse
A _ 1

—Vp—g 2.28
i VP9, (2.28)

donde el subindice a hace referencia a un sistema absoluto de coordenadas.

2.3.2. Circulacién

Para un cuerpo rigido, la rotacién a menudo se caracteriza por el prin-
cipio de conservacion del momento angular. En un fluido se utilizan dos
conceptos: circulacion y vorticidad. La primera de ellas es una medida ma-
croscopica de la rotacion en un fluido, mientras que la segunda es una
medida microscépica. A este punto regresaremos mas adelante.

Considere un contorno L y una particula en el punto P con velocidad V
(figura 2.8(a)). La circulacién de esta particula a través de todo el contorno
L se define como
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C:fﬁﬂ. (2.29)

(En problemas atmosféricos, la circulacién se define no para una particula, sino para una cadena
de particulas que se mueven con una velocidad media V, como la representada en la figura

2.9. En este caso, la velocidad puede ser sacada de la integral (2.29) y obtener como resultado,

C=VL)

\/

(b)

Figura 2.8. Circulacién: a) por un contorno arbitrario, b) por un disco circular.

—T9 P
— 5

Figura 2.9. Representacion esquemaética de una cadena de parcelas.

Por definicién, la circulacion C' se toma positiva cuando se integra en sentido
anti horario (Ejercicio 5).

En el caso de un disco circular (figura 2.8(b)), la circulacién es
C= ?{de = j{erd/\ = }{Qrzd)\ = Qr’2m

o también
C

— =20 2.30
— (2.30)

Este ultimo resultado muestra que la circulacién C, por unidad de area,
es dos veces la velocidad angular. O sea, efectivamente una medida de la
rotacion.
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2.3.2.1. Teorema de la circulacién

El teorema de la circulacion se plantea al tomar la integral de linea de la
segunda ley de Newton.

da‘?a 7 6p r -7
Al = — ¢ 2L 4l — ¢ gdI. 2.31
f e : 74 7 (2.31)

Esta ecuacién puede ser simplificada con ayuda de las siguientes conside-
raciones:

1. El término en el lado izquierdo de (2.31) se puede escribir

dava"da"—’ —‘d—'—'_d—» = — -
LAl = SV, dT) = Vi (Vo dI) = a(va-df) Vv,

2. La gravedad puede escribirse como el gradiente del geopotencial g =
—Vo.

3. La definicién de diferencial total dado en (2.25a).
Teniendo en cuenta estas consideraciones, la ecuacién (2.31) se escribe
d [~ - 2 1
—]{Vadl—?{d(v—) :—]{f—fdé.
dt 2 P
Dado que la integral de linea de un diferencial perfecto por un conjunto

cerrado es cero, los términos segundo en el lado izquierdo y segundo en el
lado derecho desaparecen, y el resultado es

aCy  d [ - 1
= LVl =— ¢ ~dp. 2.32
dt dt]g %p b (2:32)

La expresién (2.32) se conoce con el nombre de teorema de circulacion.

Un caso particular de este teorema, conocido como teorema de circulaciéon
de Kelvin, se consigue para un fluido barotrépico donde la densidad es
Unicamente funcién de la presién. En este caso, el ultimo término de la
derecha también se convierte en un diferencial perfecto y, por tanto, se
hace cero. Entonces, en un fluido barotrépico la circulacién absoluta se
conserva.
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2.3.2.2. Aplicacion del teorema de circulacion: brisa marina

Podemos usar el teorema de circulaciéon para calcular la aceleracion del
viento en el fenémeno de la brisa marina. Para simplificar, no tendremos
en cuenta la presencia de fuerzas viscosas.

La brisa marina se produce cuando el viento sopla desde el mar hacia la
playa al comienzo de la tarde, debido a que la tierra se encuentra mas
caliente que el mar. En este caso, sobre el continente contiguo al mar se
forma un sistema de baja presion en el suelo y otro de alta a cierta altura
h. A esa misma altura y sobre el mar se forma una baja mientras que en la
superficie marina se forma una alta presiéon, como se muestra en la figura
2.10 (izquierda). En consecuencia, las superficies isobdricas se inclinan y el
viento comienza a circular desde el mar hacia la playa, en la superficie y en
altura desde la playa hacia el mar.

L
D - C
- 3 < P
H\L 925mb '
950 mb - h - A
La presién de la superficie decrece Vﬂ 7;
975 mb
L /7 H > P
Tierra (80 °F) Agua (65°F) A B

Figura 2.10. Izquierda: circulacién en brisa marina. Derecha: esquema para calcular
la circulacién.

Despreciando la inclinacién de las isobaras, aplicando el teorema de la cir-
culacién a un camino cerrado como el indicado en la figura. 2.10 (derecha)
y haciendo uso de la ecuacién de estado se escribe
dCy
=— ¢ RTdInp.
dt f{ P
Al tomar esta integral por el camino ABC D, nétese que en los trayectos AB

vy C'D la presién es constante y la integral es cero, o sea que solo contribuyen
los segmentos verticales. Por eso,

p1 Po

ac, _ _ _ P
Ca _ —R(Tg/dlnp—i—Tl/dlnp) — R, _ RTym =2,
dt p1 p1

Ppo P1

Aplicando la igualdad (2.32) y suponiendo una velocidad media V, la ex-
presion anterior puede escribirse
d'l_J po — —
[ da=Ru(2) (- 1),
7 Rln o (T, —Th)
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de donde i P )
v 0 - =
— = RI (—) T —T1)——
o = fel(p) (T 1)2(h+L)
A manera de ejemplo, para py = 1000 mb, p; = 900 mb, T» — T} = 10° C,
L =20 km, h =1 km, la aceleracién es

%} ~ 0.685 cm/s’.

O sea que, en ausencia de friccién, el viento alcanza una velocidad cercana a
20 m/s en més o menos una hora. En la realidad, la fuerza de friccién retarda
esta aceleracion llegdndose a conseguir un balance entre la generacion de
energia cinética y la disipacion de esta energia debido a la friccion.

2.3.3. Atmésfera barotrépica y atmésfera baroclinica

Con ayuda del teorema de circulacién de Kelvin puede introducirse un
concepto de mucha trascendencia en futuros capitulos; la barotropicidad
y baroclinicidad. En efecto, notemos que la parte derecha de la ecuacién
(2.32), correspondiente al teorema de circulacién, se puede escribir

—]{;dp——%adp——]{d(pa)-l-fpda,

donde « es el volumen especifico. Puesto que el primer término en la parte
derecha de la ultima expresién es igual a cero por ser la integral de un

diferencial exacto, entonces
1
—%pdp = j{pda (2.33)

Veamos como puede calcularse graficamente esta integral.

Las intersecciones de las superficies de igual presién (superficies isobdricas)
con las superficies de igual volumen especifico (superficies isésteras) forman
figuras geométricas llamadas solenoides. En la figura 2.11, las proyecciones
con el plano de la figura de las superficies isobaricas pg, po—1, po—2, etc.,
han sido representadas con lineas paralelas horizontales y las proyecciones
de las isdsteras con las lineas verticales, o, ao41, ap+2, etc. En esta figura,
un solenoide, esta representado por la intersecciéon de dos lineas paralelas
horizontales con dos lineas paralelas verticales.

En una situacién real, las superficies isobdaricas y las isésteras se pueden
cortar formando dngulos no necesariamente rectos, como en el diagrama de
la figura 2.11.
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La circulacién por el contorno T, es decir la integral (2.33), puede calcularse
como la suma de las areas encerradas por los solenoides contenidos en este
contorno. Se dice que una atmésfera es baroclinica (de la palabra clinos,

p

\F

N

Po2 [
Po-1 [ (

bo I\I\ /I Solenoide pda

Oy Oy Olp+2 ... o0 —

Figura 2.11. Diagrama pa. En esta figura, I' es la circulacién sobre la proyeccién de
los solenoides formados por el corte de las superficies isobaricas con las superficies
isosteras en el diagrama pa.

inclinacién) cuando se cortan las superficies isobdricas y las isdsteras, o en
su lugar las isotermas. En este caso, la integral (2.33) es diferente de cero.

Se dice que una atmésfera es barotrdpica cuando las isobaras y las isotermas
son paralelas entre si. En este caso, la integral (2.33) es cero y, por tanto,
no puede existir una circulacién vertical.

En una atmosfera barotrépica, la densidad puede ser considerada funcién de
la presion solamente. En cambio, en una atmosfera baroclinica la densidad
es funcion de la presién y de la temperatura.

2.3.4. Circulacién absoluta y circulacién relativa

Hasta el momento hemos introducido el concepto de circulacién sin tener
en cuenta el efecto de rotacion de la Tierra. En meteorologia, es convenien-
te trabajar con la circulacién teniendo en cuenta este efecto, o sea consi-
derandola como la suma de la circulacién relativa mas la circulacién debida
a la rotacién de la tierra. Veamos cémo se calcula esta circulacién. Aplican-
do el teorema de Stock (ver por ejemplo, Piskunov, 1977) a la definicién
(2.29),

crzfﬁ-df:ﬂ(ﬁxﬁ)-ﬁdfl
A
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En esta formula n es la normal, o sea, es un vector unitario perpendicular
a la superficie sobre la cual se calcula la circulacién y dirigido hacia fuera
de la superficie. Es facil mostrar que la cantidad entre paréntesis se puede
escribir

Vxid=Vx(Qx7) =20
(Este resultado se consigue de la siguiente manera: de acuerdo a (2.5) y
(26) VX (QAx7)=Vx(QxR)=Qx(V-R)—R(V-Q). Puesto que
el dltimo es cero por ser la derivada de un vector constante y teniendo en
cuenta que las componentes del vector R son i y yj, se obtiene finalmente

—

Q(V - R) =20)
de manera que (figura 2.12),

-

(V X 1]') -1 = 2Q cos 6 = 2 sen ¢,

donde la barra horizontal indica un valor medio y ¢ es la latitud del lugar.
El producto

f=2Q sen ¢, (2.34)

se conoce con el nombre de pardmetro de Coriolis. Entonces, la circulacion
en un plano horizontal debida a la rotacion de la Tierra es

Cr =20 sen @A,
y la circulacion absoluta es
Co = C +2Q sen ¢, (2.35)

Donde C es la circulacion relativa o sea de una particula sujeta a la Tierra.

Figura 2.12. Esquema para representar la normal en un punto localizado sobre un
meridiano.
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2.3.5. Circulacién y vorticidad

En meteorologia dindmica nos interesa principalmente la componente ver-
tical de la verticidad, la cual se calcula con la férmula (2.24). El camino
determinado por el grupo de particulas que conforman la circulacién com-
prende un area. Si esta area se va reduciendo sucesivamente, hasta que sea
infinitamente pequena, se llega al concepto de rotaciéon en un fluido alrede-
dor de un eje normal al area, es decir al concepto de vorticidad. Por esta
razén afirmamos que la vorticidad es una caracteristica microscopica de la
rotacién en un fluido. Entonces, alternativamente la componente vertical de
la vorticidad se puede definir como la circulacién a lo largo de un circuito
de un plano horizontal dividida entre el area encerrada, o sea,

¢ =lim M (2.36)

A— A

El siguiente ejemplo muestra que estas dos definiciones de vorticidad son
equivalentes.

Ejemplo.

Calcular la circulacion a lo largo del elemento rectangular de area mostrado
en la figura 2.13.

Solucion

Escogiendo un recorrido en sentido contrario de las manecillas del reloj se
tiene:

v ou
C =udx + <v + %&Jc)&y — (u + a—yéy)&t — vy
v ou

Dividiendo entre §zdy y simplificando términos semejantes

c _o o
Szoy  Oxr Oy

(2.37)

Este resultado muestra el vinculo entre la circulacién y la vorticidad. (Observe

19} 1%}
que la parcela de la figura 2.13 gira en forma ciclénica cuando ‘%‘ > ‘67“‘ )
z Y



382. NOCIONES BASICAS SOBRE VECTORES, ANALISIS VECTORIAL E HIDRODINAMICA

ou
—3d
(u+ % ))

v

v+ i ox)

A B

Figura 2.14. Circulacién y vorticidad sobre un contorno en coordenadas naturales.

2.3.5.1. Vorticidad por cisallamiento y vorticidad por curvatura

Considere el movimiento por trayectorias curvadas, como se muestra en
la figura 2.14. En este caso solo existe componente V del movimiento y
esta es tangente a la trayectoria (el movimiento en coordenadas naturales
se explica en mds detalle en el capitulo 6). La circulacién por el contorno
ABCD (ndtese que en los costados laterales el movimiento es cero; y en el
costado CD, V' y 0 tiene direcciones opuestas) es

5C = V[5s + d(8s)] — (V + Z—Z 5n) §s = Vd(s)

En la figura 2.14 d(ds) = 63dn. Por eso,

v

o onds.

0C =Vipén — 8—V onods.
on
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Sacando factor comun, dnds, en el lado derecho,
ov ov
567—-(5;55——E£{)6n5&

Teniendo en cuenta que ds/J3 = Rs, donde R; es el radio de curvatura (para
demostrar esto, considere un arco s subtendido por un dngulo 63 y un radio R), la expresién

anterior se escribe v ooV

Dividiendo entre el area 6,05 y llevando al limite cuando dn,ds — 0,

c v Vv

¢= lim

= . 2.
Snbi0 (Onds)  on | R (2:38)

De acuerdo con la férmula (2.38), la componente vertical de la vorticidad es
la suma de dos partes: 1. La tasa de cambio de la velocidad del viento normal
a la direccién del flujo, OV/dn, llamada vorticidad por cizallamiento y 2. El
giro del viento a lo largo de la linea de corriente V/ R, llamada vorticidad de
curvatura. Por ejemplo, en un flujo en linea recta puede haber vorticidad si
la velocidad del viento cambia en la direccién normal al flujo. Esta situacién
se muestra en la figura 2.15, donde, para ilustrar la aparicién de rotacién
por cizallamiento dentro del fluido, ha sido colocada una pequena figura en
forma de aspas en medio del flujo.

— >%<—>

>
— >’< —
Figura 2.15. Vorticidad por cizallamiento.

Ejercicios

1. Muestre que el gradiente de presion es perpendicular a las isobaras.
Sugerencia: Considere dos isobaras paralelas entre si. Considere un pe-
queno desplazamiento §r sobre una de ellas y efecttie el producto escalar,
or - Vp.

2. Un cohete es lanzado desde una latitud de 60° N, en direcciéon meridional
con una velocidad de 1000 m/s durante 1000 s. Calcule el recorrido del
cohete en un sistema absoluto de coordenadas.
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3. Pruebe que ¥ = rvr.

4. Pruebe que la velocidad puede representarse por la suma de una com-
ponente no divergente v,,4 mas una componente irrotacional vy.. O sea,

V = Vpd + Vir,

donde v, es un vector no divergente, v, es un vector irrotacional, es
decir

VXU,=0 'y VXU,=0.
(Teorema de Helmholtz).

5. Calcule la circulacion por el camino cerrado de la figura 2.16, donde solo
existe flujo en la direccion horizontal, pero aumenta en direccion del eje.
Aplique la férmula u = ug+ by, En donde b es una constante. Las flechas
dentro del camino indican el sentido de la integracion.

A
u=u,+by
y=H < wun
\ 4 T ?
u=1uy
x =0 — x=L >

Figura 2.16. Camino cerrado para la solucién del ejercicio 5.

6. Halle el producto (A x B) - C. El resultado es un escalar?, jun vector?
7. pruebe que
Ax(BxC)=(AxC)B-(AxB)C
(AxB)xC=(C-A)B—-(C-B)A.

8. Para el cédlculo de las derivadas se usan las relaciones aproximadas lla-
madas diferencias finitas (figura 2.17).

La presién en los puntos A, B, C,y D figura 2.18) es 1008.3, 1005.9,
1004.0 y 1006.5 mb respectivamente. La distancia r = 400 km. Encontrar
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10.

11.

02

03 r O

o:

Figura 2.17.

A

B

Figura 2.18.

el valor del gradiente de presién en el punto O y la direccién que forma
con la direccién OA.

. Una masa de aire desciende adiabaticamente con velocidad de 0.5 cm/s.

En cuantos grados y cémo cambia, en funcion de esto, la temperatu-
ra potencial en un punto fijo en 12 horas, si el gradiente vertical de
temperatura es 0.5 grados/100 m?. La temperatura baja con la altura.
Respuesta: aumenta en 1.04.

;. En cuantos grados y cémo cambia la temperatura potencial en un nivel
dado, durante un dia, como resultado del descenso adiabatico de una
masa de aire con velocidad media de 0.3 cm/s?. El gradiente vertical de
temperatura en la atmdsfera es igual a 0.65 grados/100 m. Respuesta:
aumenta en 0.86°.

(En cudnto tiempo la temperatura potencial en un nivel dado aumenta
en 2 grados como resultado del ascenso adiabatico de una masa de aire
con velocidad de 3 cm/s, si la temperatura en la atmdésfera cae 6° cada
1 km de altura?.

Respuesta: 3.1 hora
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(Para resolver los ejercicios 8 y 9, la férmula de la derivada completa se escribe

dop _9¢ .09 99
oo TV costtug

donde n es la distancia entre las isotermas y es el angulo entre el gradiente y la direccién del

viento)

12. Calcule la distancia entre las isotermas unitarias (separadas 1° C), en la
horizontal y a la altura de vuelo de un aerostato que se desplaza libre-
mente en el aire, si los instrumentos instalados en este Ultimo registran
un aumento de temperatura de 0.8 grados/hora y los instrumentos ins-
talados en un aerostato fijo registran en esa misma altura un aumento
de temperatura de 0.4 grados/hora. La velocidad del viento es 8 m/s y
su direccién forma un angulo de 60 grados con la direccién del gradiente
de temperatura. Respuesta: 36 km.

13. En las figuras 2.19(a) y 2.19(b) se observan tres isotermas. Las de 20 C
y 18 C estédn separadas por una distancia de 200 km, mientras que las de
18° C y 16° C por una distancia de 100 km. La velocidad horizontal del
viento en el punto M es V = 10 m/s, la cual forma con el gradiente de
temperatura un angulo de 60° (figura 2.19(a)) y 120° (figura 2.19(b)).
Calcule el aumento de la temperatura en el punto m para ambas figuras.

20°C

Figura 2.19.

14. Calcule la circulacién por un cuadrado de 1000 km de lado para una
corriente del este, la cual disminuye en magnitud en direccién norte a
una tasa de 10 m s~!/500 km. ;Cual serd la vorticidad relativa media
en el cuadrado?
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15.

16.

Halle el rotacional medio dentro de un anillo circular de radio interno de
200 km y radio externo de 400 km, si la velocidad tangencial esta dis-
tribuida segin la férmula V = 106/r m seg™!, donde r estd dado en
metros. jCual es el rotacional medio dentro del circulo interno de radio
igual a 200 km?

Compute la tasa de cambio de la circulacién sobre un cuadrado en el
plano z, y con lados de L = 1000 km, si la temperatura aumenta hacia
el este, a una tasa de 1° C/200 km y la presién aumenta hacia el norte
a una tasa de 1mb/200 km. La presién en el origen es 100 mb.
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Fuerzas consideradas en los
movimientos atmosféricos

Tornado. Imagen Tomada de http://www.photolib.noaa.gov/nssl/nssl0158.htm
Fotégrafo: Harald Richter. Cortesia de NOAA Photo Library, NOAA Central
Library; OAR/ERL/National Severe Storms Laboratory (NSSL).

En este capitulo se introducen las fuerzas consideradas en los mo-
vimientos atmosféricos. Ademads, se hace una divisién de ellas entre
fuerzas fundamentales y fuerzas aparentes. Ver por ejemplo Holton,
(1992).

44
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3.1.

3.1.1.

Cuando la segunda ley de Newton se aplica a una particula ligada
a un sistema fijo de coordenadas, las fuerzas que intervienen se lla-
man fuerzas fundamentales. En la atmosfera, estas fuerzan son la
fuerza del gradiente de presion, la de gravedad y la fuerza de fric-
cion o fuerza viscosa. Otras fuerzas consideradas en fisica, como la
electromagnética, atomicas y nucleares, no son importantes para los
movimientos atmosféricos.

Cuando la particula estd en movimiento relativo (en rotacién, como en el
caso de la atmésfera), €s necesario considerar algunas fuerzas adicionales
para que la ley de Newton contintie siendo valida. Estas reciben el
nombre de aparentes para diferenciar su naturaleza de la de las an-
teriores. Para los movimientos atmosféricos son la fuerza centrifuga
y la de Coriolis. La primera actiia sobre una parcela de aire en re-
poso o en movimiento; la segunda, solo cuando la particula esta en
movimiento relativo con relacién a la Tierra. Veamos inicialmente
las fuerzas fundamentales.

Fuerzas fundamentales

Fuerza del gradiente de presién

La fuerza del gradiente de presién, o simplemente fuerza de presion, tal vez
sea la que determina en mayor parte el movimiento del aire en la atmosfera.
Para derivar una expresién para el gradiente de presion se considera un

volumen elemental dv = dxdydz de densidad p como el dibujado en la
figura 3.1
z
p—> —— pHEp/EX)OX
oz Sy
ox
y
X

Figura 3.1. Volumen elemental de aire, usado para derivar el gradiente de presion.

Debido al movimiento aleatorio de las moléculas de aire, cierta cantidad
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de movimiento es comunicada a las paredes del volumen por el aire que lo
rodea. Esta transferencia de cantidad de movimiento por unidad de tiempo
y por unidad de area es exactamente la presién ejercida en las paredes
del citado volumen. (Hasta aqui hemos visto el sentido fisico de la presién. Derivaremos a

continuacion el término gradiente de presic’)n).
Sea p la presion (o fuerza por unidad de drea) en la cara izquierda dydz

del volumen Yy — (p + @ (51‘) en la cara derecha. (O sea que en la cara derecha,
la presién resultante es la preas:itén en la cara izquierda + el incremento de esta por unidad de
intervalo 0z multiplicada por el intervalo 51‘). Esto Signiﬁca que la fuerza de presion
neta que actua sobre el volumen elemental en la direccién positiva = sera

péydz — (p—i— @ 530) dydz = —@&v&yéz —— Fuerza neta ejercida en la
or ox
direccion x

(observe que como la presién es fuerza por unidad de drea, al multiplicar p por dydz obtenemos

la fuerza total sobre toda la pared). De esta manera se obtiene

0
F, = —a—pdxéyéz —— Fuerza neta ejercida en la direccién z,
v
Ip I o
F, = —a—éyéx&z — Fuerza neta ejercida en la direccién y,
Y
Op .. . .,
F, = —a—ézdxéy —— Fuerza neta ejercida en la direccién z.
z

Multiplicando cada una de estas ecuaciones por los indices i, j, k, respec-
tivamente, y sumando miembro a miembro,
- > - op- Op- Op=
Fi+ Fyj + Bk = — (527 + 22+ 2L owsysz.
=+ Fyd 4 F 8m+8y]+8z 4
Dividiendo entre la masa, m = pdxdydz, se halla la fuerza total por unidad
de masa ejercida sobre el volumen elemental. Este resultado puede escribirse

en forma vectorial como P )
— =—-Vp. (3.1)
m-p

(Observe que las unidades en estos términos son realmente fuerza/ masa).

3.1.2. Fuerza de gravedad

De acuerdo con la ley de gravitacién universal de Newton, la fuerza de
atraccion entre dos masas, M y m, se expresa como

-, Mm 7
Fy=-G r2 (;)v
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donde M es la masa de la Tierra, m es la masa de una particula o de
una parcela de aire y G es la constante gravitacional. El término entre
paréntesis se ha introducido para corresponder a la escritura vectorial del
lado izquierdo de la ecuacion. El vector r se mide entre los centros de las dos
esferas y estd dirigido de M hacia m, mientras que la fuerza estd dirigida
en sentido contrario. (Por esta razén aparece un signo menos en la parte derecha de la
ecuacién). Dividiendo entre la masa m, se obtiene la expresién para la fuerza
por unidad de masa o aceleracién de la gravedad,

F=—r=—z 0 32)

m re tr

En esta féormula, g* se ha escrito con un superindice asterisco para dife-
renciarla de la gravedad efectiva g, sobre la cual se hablara mas adelante.
Teniendo en cuenta que 7 = rvr (ejercicio 3 del capitulo 2), la fuerza de
gravedad a través del gradiente de un escalar puede escribirse

En meteorologia dindmica se toma la coordenada vertical z a partir del
nivel del mar. En este caso, la ecuacién (3.2) se escribe

GM 7
e

—nk

= (3.3)
donde a es el radio de la Tierra. Sin embargo, ya que z << a, la aproxima-
cién aceptada con suficiente exactitud es

Tomando G = 6.6710~ "' N m? kg~2, r — radio medio de la Tierra = 6378.4
km y M = 5.988 x 1024 kg, masa de la Tierra, el valor de la aceleracién
de la gravedad (o también de la fuerza por unidad de masa) es g* = 9.814
m/s?. Este resultado es una buena aproximacién del dato observado para
el ecuador. Sin embargo, hay que tener en cuenta que este valor varia li-
geramente con la latitud y la altitud. También depende del efecto que las
masas de la Luna y Sol ejercen sobre el planeta.

3.1.3. Fuerza de fricciéon o de tensién viscosa

La naturaleza de las fuerzas viscosas en un fluido se entiende como la resis-
tencia, debido a la friccién, que una capa de fluido presenta al desplazamien-
to de otra sobre ella. Estas fuerzas tienen gran influencia en la atmosfera
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sobre todo en la capa de los primeros 1000 a 2000 metros de la troposfera,
también llamada capa limite. Mas adelante se hara un estudio detallado de
esta capa. Por el momento, se introducen estas fuerzas de manera sencilla.

La formulacién detallada de las fuerzas viscosas es complicada; a menudo
se utiliza para ello la notacién tensorial. Sin embargo, podemos intuir con
facilidad la naturaleza de estas fuerzas con ayuda de la figura 3.2.

Plato movil

T+0T

T

I ——
Superficie fija

Figura 3.2. Fuerzas viscosas que actian sobre un liquido encerrado entre una su-
perficie fija y un plato mévil.

Consideremos un liquido encerrado entre una superficie fija de drea unitaria
y un plato moévil como en la figura 3.2, dentro de las cuales existe un liquido
en reposo. Al ponerse en movimiento el plato superior, las moléculas situa-
das inmediatamente debajo también se ponen en movimiento, mientras que
las moléculas adyacentes a la superficie fija permanecen estacionarias en ese
momento. Con el transcurrir del tiempo, el movimiento se va trasmitiendo
a las capas subsiguientes. Se puede decir entonces que sobre un volumen
arbitrario de liquido situado en cercanias al plato moévil actian dos ten-
siones (recuerde que tension es fuerza por unidad de érea): una, 7 + 6T, sobre la cara
superior y otra, —7, sobre la cara inferior del volumen. Ademds, experi-
mentalmente se ha establecido que la tension viscosa o fuerza por unidad
de 4rea (dyn/cm?) es proporcional al gradiente de velocidad perpendicular
al movimiento. O sea,
_ du
T= s
donde p es el coeficiente de viscosidad dindmica o absoluta. (En el sistema MKS
las unidades de p son N.s/m?). La tensién resultante sobre el volumen considerado

en la figura 3.2 es
ou

=0r—7=06(p=).
T T—T (u az)
Multiplicando y dividiendo la parte derecha entre dz, se puede escribir

0 , Ou
oT = g(pg)dz
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Dividiendo ambos términos de la igualdad entre la masa por unidad de
area, m = pdz, se halla la fuerza por unidad de masa. Llevando el resultado
al limite cuando 0z — 0, se obtiene

19
p Oz

ou
Frric = (M&)a

donde FFppie es la fuerza por unidad de masa. Cuando ju es constante, la
expresion para la fuerza de viscosidad por unidad de masa se escribe

u0%u 0%u
Frrfe="—"—"—==0v—5 3.4
Fric P) 022 0822 ) ( )

donde v = pu/p es el coeficiente de viscosidad cinemética y estd dado en
2
m=/s.

3.2. Fuerzas aparentes

3.2.1. Fuerza centripeta

La fuerza centrifuga, debida al movimiento rotacional de la tierra, afecta a
los movimientos atmosféricos. Por esta razon el calificativo de aparente.

A continuacién se presenta una derivacién para la fuerza centripeta. La
expresion para la fuerza centrifuga, donde este término se utilice, es la
misma utilizada para la fuerza centripeta, pero con signo contrario. La
derivacién de una expresion para la fuerza centripeta se puede obtener en un
libro de fisica elemental. Sin embargo, debido a su importancia, repetiremos
esta derivacion aqui. Considere un cuerpo que gira atado a una cuerda, como
en la figura 3.3(a).

Ad
v +Ov

v+ dv v

(a) (b)

Figura 3.3. Fuerza centripeta
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En primer lugar recuerde que para pequenos angulos 6, el arco subtendido
por el dngulo se expresa como ds = dfr, donde r es el radio. Dividiendo
entre ot y llevando al limite se obtiene

ds do Q

— =r— — v =10Qr.

dt dt
O sea, en el movimiento circular la velocidad tangencial es igual al producto
de la velocidad angular por el radio. En el movimiento circular el médulo de
la velocidad no cambia, pero la direccién si. Por tanto, existe aceleracién.

Considere una particula sobre un punto de la circunferencia, inicialmente
con velocidad v. Después de un intervalo de tiempo dt, la particula ocupa
una nueva posicién con una velocidad v + Av (figura 3.3(a)).

Para mayor claridad, esos dos vectores, se han desplazado paralelamente
a si mismos (figura 3.3(b)) sin cambiar su médulo. En la figura 3.3(b) se
observa que el vector v + Av puede obtenerse como la suma del vector v
més el vector Av. Este vector Av estd orientado aproximadamente hacia el
centro de rotacién (figura 3.3(a)). De la orientacién de este vector se deriva
el calificativo de fuerza centripeta.

Es facil observar (comparando los tridngulos que se forman en las figuras
3.3(a) y 3.3(b)) que el dngulo formado por los vectores vy v+ Av (en la
figura 3.3(b)) es igual al dngulo 66 de la figura 3.3(a), porque tienen los
lados perpendiculares entre si. Ademads, para pequenos v, se cumple que,

—0U = U606 (3.5)
El signo menos en la parte izquierda se debe a la orientacién del vector §v.
De nuevo, dividiendo entre 6t y llevando al limite se obtiene

dv _df

at ~at
pero ¥ = Qr'y pri (), entonces,

‘flit’ = Q% (3.6)

Esta aceleracién, o fuerza por unidad de masa, puede interpretarse como
la fuerza que la cuerda ejerce sobre el cuerpo.

3.2.1.1. Gravedad efectiva



3.2. FUERZAS APARENTES 51

En de un planeta en rotacion como la Tierra, la gravedad efectiva g es
la suma vectorial de la gravedad g* més la aceleracién centrifuga (o sea la
centripeta pero con signo contrario), como se indica en la ﬁgura 3.4.0 sea,

7=3 +QR. (3.7)
Si la Tierra fuese totalmente esférica, la gravedad efectiva estaria exacta-

Q,

Figura 3.4. Gravedad efectiva.

mente orientada hacia el centro de la misma, lo cual no es cierto. Considere-
mos un sistema de coordenadas locales centrado en el punto p con el eje Oy
positivo orientado hacia el polo norte, el eje Ox perpendicular al primero y
dirigido por el circulo de latitud hacia el oeste, (no mostrado en la figura),
y el eje Oz saliendo del centro de la tierra y orientado por la vertical del
lugar. Se puede notar con facilidad que en este sistema de coordenadas,
la fuerza centrifuga tiene una componente orientada en sentido contrario
a la gravedad ¢*. Por eso, la gravedad efectiva g siempre es menor que la
atraccion gravitacional neta g*. La otra componente de la fuerza centrifuga,
la orientada por el eje Oy hacia el ecuador, ha originado a través de los
anos un desplazamiento de masas hacia el ecuador. En consecuencia, los
polos quedan achatados y el ecuador “abultado”. Por esta misma razon, el
radio de la Tierra en el ecuador es 21 km mas largo que en los polos. La
Tierra obtiene entonces la forma de un esferoide; en consecuencia, la fuerza
de gravedad efectiva siempre es perpendicular a la superficie de nivel del
lugar.

3.2.1.2. Equilibrio hidrostatico

Las fuerzas de gravedad y del gradiente de presién establecen una relacién
muy importante en la atmésfera, llamada equilibrio hidrostatico. Estas dos



52

fuerzas, actuando en la direccion vertical y en ausencia de perturbaciones,
permanecen en equilibrio. Si por algtin motivo este equilibrio se rompe, una
vez desaparecida la perturbacion, la atmosfera vuelve a su estado equili-
brio. El equilibrio entre estas dos fuerzas se llama equilibrio hidrostdtico y
determina la ecuacion de la hidrostdtica o simplemente ecuacion de estdtica
Debido a su importancia, se derivara esta ecuacion a continuacion.

Asuma que la atmésfera se encuentra en equilibrio estatico con la fuerza

de presién siendo equilibrada por la fuerza de gravedad. Considere una

2 como se muestra en la figura 3.5. Sea p la

columna de aire de 1 cm
densidad de una pequena rebanada de altura §z. Las presiones en la base y
en el tope son, respectivamente, p y p+0p. ademas, la presién ejercida por el
kg-m/s?
m2

peso de la rebanada es —gpdz. (Note las unidades: kg/m3.m/s%.m = . O sea,
unidades de fuerza por unidad de area). La resultante entre las presiones aplicadas a
la pequena rebanada debe ser igual a cero. Entonces, p— (p+0dp) —gpdz = 0.

Esta igualdad se puede escribir como

P _

1 cm

I cm
g

gpoz

E

X

Figura 3.5. Equilibrio hidrostatico.

Llevando al limite cuando 6z — 0, se obtiene

dp

5, = 9P (3.8)
(€]

Op = —pg0z

Esta expresién indica que, en masas de aire de diferente densidad (més frias
o més calientes) para un mismo incremento de altura 0z, el incremento de
presion es directamente proporcional al incremento de densidad.
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La ecuacion de estatica también puede expresarse mediante la ecuacion de
estado e integrando

1

—0p = — 0z
P P g Ry,
donde Ry, es la constante de los gases para el aire seco y T, es la temperatura
virtual. Integrando esta expresion para el caso en que p solo depende de z,

obtenemos

z

p

P g

_ :>1 _
/ ) / IRaTy’ npo "R, )

p=poe~ TRy, (3.9)

De acuerdo con la ecuacién (3.9) se puede concluir que la presién desciende
més rapido en una masa de aire frio que en una de aire caliente.

3.2.2. La fuerza de Coriolis

Considere una particula en movimiento rectilineo uniforme en un referencial
inercial. Este mismo movimiento, realizado en un referencial no inercial, por
ejemplo en un disco que gira, describe una linea curva, orientada en sentido
opuesto a la rotacién del sistema (figura 3.6).

Figura 3.6. Trayectorias trazadas por una particula que realiza un movimiento
rectilineo en un sistema fijo (linea horizontal) y sobre un disco que gira (linea
curva).

En el sistema que gira aparecen en realidad dos aceleraciones; la centrifuga
la cual actia en el sentido del movimiento, y la fuerza de Coriolis que hace
desviar el movimiento hacia la derecha.
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3.2.2.1. Fuerza de Coriolis en el movimiento zonal

Considere una parcela de aire que se desplaza en direccién zonal, o sea,
sobre un circulo de latitud como en la figura 3.7(a). Sea R el vector posicién
perpendicular al eje de rotacién de una particula que se desplaza a lo largo
de un circulo de latitud y sea u su velocidad zonal dirigida de oeste a este.
Cuando la particula esta en reposo, sobre ella actia solo la fuerza centrifuga,
O’R, donde € es el médulo de la velocidad angular. Cuando la particula
comienza a moverse en sentido este y con relacién a un sistema fijo, gira
mas rapido que la Tierra. En otras palabras, aparece un incremento en su
velocidad angular y, por tanto se incrementa la fuerza centrifuga.

Q
A
\/Qucoszb
»)QuRR
R Ecuador -20Nsend
¢
(a) Movimiento zonal a lo largo de un (b) Proyecciones de la fuerza de
circulo de latitud Coriolis para el movimiento zonal.
Figura 3.7.

Denotando este incremento como u/R, la nueva fuerza centrifuga es (€ +
u/R)?R.. Expandiendo esta expresién se obtiene:

2

(2+ %) R+29u% +u2%. (3.10)
En la parte derecha de esta expresién el iltimo término es relativamente
inferior a los dos anteriores; por tanto, se puede despreciar. El primero es
la aceleracién centrifuga, que como se menciond, esta incluida en gravedad
efectiva. El segundo representa la aceleracion de Coriolis. En consecuencia,
la fuerza de Coriolis por unidad de masa para el movimiento zonal se puede
escribir como

—

—

R
onnal = 2Qu§
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Esta fuerza estd orientada en la direccion del vector posicién R, en la
misma direccion que la fuerza centrifuga. Las componentes de esta fuerza
se muestran en la figura 3.7(b). En el capitulo siguiente se derivard una
expresion mas general para esta fuerza.

3.2.3. Direccién del Gradiente de Presion

Considere un desplazamiento arbitrario dr = idz + joy + kdz, formando un
angulo 6 con el gradiente de presién, como se muestra en la figura 3.8(b).
Efectuie ahora el producto escalar;

p-0p

Vp or vp ? Sr

(a) (b)

Figura 3.8. Direccién del gradiente de presién y posicionamiento de un pequeiio
desplazamiento r. (a) por una isobara, (b) arbitrario.

o —.*ap #5]? H6]9 - - -
Vp - 6r = (Zax +‘78y + kaz>(26x + joy + kdz)
= %51‘ + gzyjéy + %52 = 0p — diferencial total. (3.11)

Observe que este producto escalar es maximo cuando el angulo es cero, o
sea, cuando la particula se desplaza paralela al gradiente de presién. (Esta
situacién puede presentarse en regiones cercanas al ecuador donde la accién de la fuerza de Co-

riolis es casi nula).

En latitudes medias y en la atmdsfera libre, el viento sopla en una direc-
cién que resulta ser el equilibrio entre la fuerza de Coriolis y el gradiente
de presién; esta direccién coincide con la direccion de las isobaras, como se
muestra en la figura 3.8(a). La discusién sobre el equilibrio de estas fuerzas
se retomard en el capitulo 6. En general, El gradiente de presion es perpen-
dicular a las isobaras y esta dirigido en el sentido de mayor decrecimiento
de la presion.

Ejercicios
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. Suponga que la tierra sea esférica. Calcule el angulo entre la fuerza

gravitacional y la fuerza de gravedad efectiva en funcion de la latitud en
la superficie de la Tierra.

Calcule la altura sobre el ecuador en la cual la gravedad efectiva se
reduce a cero. ;Cual serfa el periodo de rotacion de un satélite colocado
en orbita a esa altura?

Un balén lanzado por un jugador de fitbol en una latitud de 30° recorre
una distancia horizontal de 100 m en 4 s en direccién oeste-este. ;Que
distancia horizontal se desvia el balén como resultado de la rotacién de
la Tierra?

. Suponga que un cohete balistico es lanzado en una latitud de 43° norte

en direccién este. Si el misil se desplaza 1000 km con una velocidad
horizontal de ug = 1000 m/s, jqué distancia horizontal se desvia de su
camino el misil por la fuerza de Coriolis? Respuesta: 50 km.

Una locomotora de 200 toneladas avanza a razén de 50 m/s por una
carrilera horizontal en 43° de latitud norte. ;Cual es la fuerza lateral
ejercida sobre los rieles?
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Ecuaciones de balance que
gobiernan los movimientos
atmosféricos

Imagen tomada de http://www.photolib.noaa.gov/historic/nws/wea02190.htm
Fotografo: Ralph F Kresge. Cortesia de National Oceanic & Atmospheric
Adminstration (NOAA) NOAA Central Library .
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Consideramos la atmdsfera como un medio continuo y describimos
sus propiedades con variables también continuas, como la densidad,
la temperatura, la presion, la velocidad del viento, etc. A las varia-
bles que son continuas en espacio y tiempo, las llamamos variables
de campo o simplemente campos. Para el estudio de la dindmica de

los procesos atmosféricos, nos interesan los campos de la presion,
temperatura, viento y otras caracteristicas. Para investigar los cam-

bios en el tiempo y el espacio de estas caracteristicas es necesario
formular las ecuaciones correspondientes. Estas a su vez, estan ba-
sadas en tres leyes fundamentales de conservacién: la conservacién
de la masa, la ley de conservacién de la energia y la ley de conser-
vacién de la cantidad de movimiento. Algunos textos recomendados
son Holton (1992), Haltiner & Martin (1957), Laitxman (1976).

4.1. Las ecuaciones del movimiento

4.1.1. Ecuacion de conservacién del momento en forma
vectorial

Cuando se introdujo por primera vez la segunda ley de Newton en el capitu-
lo 2, no se consideré el efecto de rotacién de la tierra. Esto en general es
valido para circulaciones de pequena escala, como en el caso de la brisa ana-
lizada en aquella ocasién. Para circulaciones de escala mayor, es necesario
considerar este efecto, que serd analizado en la siguiente discusion.

En un sistema inercial de coordenadas, la segunda ley de Newton se puede
escribir simbdlicamente como

doVa )2

a  m’

donde la parte izquierda representa la tasa de cambio de la velocidad ab-
soluta o aceleracién vista desde un referencial inercial. En la parte derecha
estd escrita la sumatoria de fuerzas fundamentales. Para que esta ley con-
tinte siendo vélida en un referencial en rotacién como la Tierra, en la parte

!

.

(4.1)

derecha de (4.1) se debe escribir las fuerzas fundamentales y las aparentes,
vistas en el capitulo 3. Como se verd a continuacion, las fuerzas aparentes
pueden ser deducidas a partir de una transformacién formal de coordena-
das.

En primer lugar se debe hallar una relacién entre la velocidad absoluta V,
y la velocidad relativa V en el sistema que gira (la Tierra). Considere el
vector posicion r apuntando a una particula que se desplaza desde el punto
P hasta el punto P’, como se representa en la figura 4.1.
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Figura 4.1. Desplazamiento resultante de una particula cuando se tiene en cuenta
el efecto de rotaciéon de la tierra.

Aplicando la férmula 2.12 al vector r, formalmente se obtiene

Por definicién, esta ecuaciéon puede escribirse como,

— —

Vo=V +Qx7 (4.2)

(Nétese que a este mismo resultado podemos llegar observando detenidamente la figura 4.1. En
efecto, debido a la rotacién de la tierra, después de un tiempo dt una particula no ocupari la
posicién P’ sino la posicién P’ la suma vectorial representada para este caso en la figura 4.1 se

escribe como Vdt + Q3 x 7dt = V,dt. Dividiendo entre dt obtenemos la ecuacién (4.2)).

Por otro lado si se aplica la férmula (2.12) al vector velocidad Vj, se obtiene

AV 4.V,
dt — dt

+QxV,. (4.3)
Sustituyendo (4.2) en la parte derecha de (4.3),

davaidr - o ~ — o
7 —E(V—l—er)—l-Qx (V—i—er).

Desarrollando la parte derecha de esta ecuacion,

da _’a dr % o 7 S
v V%QQXV+QX(

o]l

dt dt

X ) (4.4)
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El segundo término en la parte derecha de esta ecuacién representa la ace-
leracién de Coriolis; el término € x (3 x 7) = O x (Q x R) ( Expresién. 2.5)
como se vera a continuacién, es la aceleracién centripeta. Entonces, usando
la propiedad (2.6), este triple producto vectorial se escribe como

O x (9 x R) = —-Q%R.

Sustituyendo este valor en lugar del dltimo término de la expresién (4.4),
se obtiene

doVeo d,V = = 95

L +2Q xV —O°R.
El lado derecho de esta ecuacion representa el término aceleracion en la
segunda ley de Newton (4.1) en el que se ha tenido en cuenta el efecto de la
rotacién de la Tierra. Igualando esta aceleracién a las fuerzas fundamentales
analizadas en el capitulo 2, se obtiene la ecuaciéon del movimiento en forma

vectorial:

av s - . 1o .

— 420XV -Q*R=—--"Vp+§° +F,

dt p

Trasponiendo términos e incluyendo la fuerza centrifuga en la gravedad
efectiva g,

dt

En la parte derecha de esta ecuacién, el segundo término representa el
gradiente de presion, el tercero la gravedad efectiva y el iltimo la fuerza de
friccién. Haciendo uso de la férmula (2.27) para expandir la derivada total
esta ecuacién puede escribirse como

L 1= .
o =XV Vp g F (4.5)

7 1. L ~
88‘;+VV.V:—pr—2QXV+§+Fr- (4.5a)

4.1.2. Ecuaciones del movimiento en coordenadas
rectangulares locales

La forma vectorial de la ecuacién del movimiento, (4.5) o (4.5a), es com-
pacta y til en especial para visualizar situaciones asociadas a la direc-
cién del movimiento. Para otras aplicaciones, es mas conveniente tener las
ecuaciones del movimiento en componentes por coordenadas. Por ejemplo,
utilizando coordenadas cartesianas. Este sistema de coordenadas locales ya
fue usado en el capitulo 3. Para introducir este sistema, se elige un punto
en el globo terrestre y un plano tangente en este punto. El eje positivo
de las ordenadas se elige, como se menciond, sobre un meridiano orientado
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hacia el polo norte, el eje de la ox a lo largo del circulo de latitud hacia
el este y el eje oz por la vertical del lugar. Este sistema de coordenadas
es comodo desde el punto de vista de manipulaciones matematicas, pero
tiene el inconveniente de que rapidamente se ve afectado por la curvatura
de la Tierra. Para obviar este problema, los modelos atmosféricos basados
en este sistema de coordenadas usan proyecciones cartogrdficas.

Puesto que la velocidad V tiene tres componentes u,v y w, la ecuacién
vectorial (4.5a) se descompone en tres ecuaciones para estas tres varia-
bles, las cuales estan asociadas a los ejes x, y y z, respectivamente. Las
componentes del término de Coriolis se obtienen descomponiendo el vec-
tor ) de acuerdo a la figura 4.2 Observando esta figura se concluye que

Figura 4.2. Descomposicién del vector €2 por componentes en un sistema de Coor-
denadas rectangulares locales.

Q, =0, Q) = Qcos¢, Q, = Qsen ¢. Entonces, de acuerdo a la férmula
(2.4) se puede escribir

— -

) o i k
C=-20xV==-20(0 cos¢ sen ¢|=
u v w

—
)

= —QQ{(wcosgb — vsen ¢);— (O — usen qb)f—l— (0 - ucosgb)k}

donde ¢ es la latitud, y u, v, w son las componentes de la velocidad en las
direcciones z, ¥y z, respectivamente.

Para obtener las componentes del movimiento por coordenadas, se sustituye
la dltima expresion en (4.5a) y se tiene en cuenta la definicién (2.1) para el
vector V y la definicién (2.13) para el operador nabla. Entonces, igualando
términos para un mismo vector unitario, se obtienen tres ecuaciones:
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d 10

S 220 9u0sen ¢ — 2w cos b+ i,

dt pOx

dv 19dp

o oy 2ufdsen ¢ + Fg,, (4.6)
dw 10p

B 2uf) Fp,,.
7t 0z g+ 2ufdcos p + Fr,,

4.2. FEcuacion de conservacion de la masa

La ley de conservacién de la masa es uno de los principios fundamentales
de la dindmica de fluidos. Exactamente, este principio establece que el flujo
neto de masa por la superficie de un volumen fijo en el espacio durante un
intervalo de tiempo dado es igual al cambio de masa dentro del volumen en
el mismo intervalo de tiempo.

Vamos a derivar la ecuacién para el balance de masa, también llamada
ecuacion de continuidad. Considere el volumen elemental dzdydz, como el
de la figura 4.3.

pu [pu+(dpu/dx)dx]
—> Oz m—

%

0x

Figura 4.3. Flujo de masa a través de un volumen elemental.

El flujo de masa pu por unidad de drea (en algunos textos en lugar de flujo por
unidad de masa se habla de flujo de densidad) se define como la cantidad de masa
que pasa por la unidad de drea por unidad de tiempo. El flujo que entra
por toda la cara dydz es pudydz. El flujo que sale por la cara opuesta

o(pu
sera [pu + M(;l'] 5y52’ (la expresion dentro del corchete indica que lo que sale por la
X

cara derecha es lo que entra por la izquierda més la variacién de esa cantidad durante el trayecto
0x ). Entonces el flujo neto en la direccién oz es
9(pu) d(pu)

pudy 0, — [pu + W(Sl‘] dydz = o o 0y dz.
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Resultados semejantes se obtienen en las direcciones y y z, donde las com-
ponentes de la velocidad son v y w, respectivamente. Por eso, la tasa neta
de flujo de masa a través del volumen elemental es

9(pu) | 9(pv)  I(pz)
_[ Oz * dy + ow

]63: 0y oz.

Esta expresion nos indica el cambio de flujo por todo el volumen elemental
en la unidad de tiempo. Al dividir esta expresién entre dxdydz, se obtiene el
cambio de flujo por unidad de volumen por unidad de tiempo. De acuerdo
con la ley enunciada arriba, este decremento en el flujo se debe igualar al
cambio de masa dentro del volumen o, lo que es igual al cambio local de la

. 0 . . I
densidad, a—? En esta forma se obtiene la ecuaciéon de continuidad,

dp d(pu)  O(pv) O(pw)
§:_< ox * dy * 0z ) (4.7)

La parte izquierda de esta ecuacién expresa el cambio local de la densidad;
el lado derecho, la divergencia del flujo. Escribiendo todos los términos en
el lado izquierdo, esta igualdad también se expresa como

dp  O(pu)  O(pv)  O(pw)
o or T oy T os

=0 (4.8)

La ecuacién (4.7) o la ecuacién (4.8) indica que existe un balance entre
el cambio local de la densidad y la divergencia del flujo de masa sobre
el volumen elemental. Otra forma 1til que se puede dar a la ecuacién de
continuidad se obtiene expandiendo la ecuacién (4.8):

dp p(@u ov aw) ap op op

la cual, reagrupando términos, se puede escribir

ldp -
;d—ervvzo (4.9)

La ecuacién (4.9) establece que El incremento fraccional de la densidad,
siguiendo el movimiento de la parcela, es igual a menos la divergencia de
la velocidad. En el caso de una atmdsfera incompresible, el primer término
en el lado izquierdo es cero y la ecuacién (4.9) se escribe como

ou OJv Ow
5 oy e =0 (4.10)
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4.3. Ecuacion de balance de energia

La ley de la conservacion de la energia, o ecuacién de la termodindmica
como frecuentemente la llamaremos en lo sucesivo, estd representada por
el primer principio de la termodindmica, el cual se escribe

dQ = ¢, dT + pda. (4.11)

donde, ¢, es el calor especifico a volumen constante, o es el volumen es-
pecifico, p es presiéon y 1" es temperatura. Al aplicar esta féormula en la
atmosfera solo se debe tener en cuenta que la mezcla de gases que com-
ponen el aire se comporta como un gas ideal y que el cambio en energia
interna c,dt depende de la temperatura. En cuanto a los otros dos términos
de esta ecuacién, d@ es el incremento de calor adicionado al sistema y pda
es el trabajo realizado por el sistema.

En meteorologia se utilizan otras dos formas de escritura del primer prin-
cipio (4.11). La primera se consigue derivando la ecuacién de estado, pa =
RT, o sea pda + adp = RdT, y sustituyendo el valor de pda en (4.11).
Entonces, dQ = ¢,dT + RdT — adp = (¢, + R)dT — adp , o también

dQ = cpdT — adp, (4.12)

donde ¢, = ¢, + R. La segunda forma se obtiene dividiendo (4.12) entre T
y utilizando la ecuacién de estado. Entonces,

dQ 4T _dp

e _ RE 4.1
T T i (4.13)
Esta ecuacién se puede escribir
1d
L@ - Eamp. (4.14)
cp T Cp

La ecuacién (4.13) representa el primer principio escrito en forma de la
entropia. La ecuacién de la termodindmica se puede escribir dividiendo la
expresion (4.12) entre ¢pdt y trasponiendo términos, entonces

dr 1 dp 1dQ

—_— = 4.1
dt  cppdt ¢, dt (4.15)

4.3.1. Temperatura potencial

Un concepto frecuentemente utilizado en meteorologia es la temperatura
potencial, pardmetro que se define para un proceso adiabatico, es decir,
cuando la parte izquierda de (4.14) se hace igual a cero. O sea,
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dInT — E dlnp = 0.
p

Integrando esta ecuacion desde un estado p y T hasta otro definido por

ps = 1000hPa y 6 , en donde 0 se denomina temperatura potencial, se
obtiene
0 1000 0 1000 £/¢
Cp lnf =R lnT, 6 también, 7= (T) p,
de donde 1000~ B/
C
9= T(—) . (4.16)
p

4.3.2. Variacion de la temperatura de una parcela que se
desplaza verticalmente

La manera como cambia la temperatura en una parcela de aire que asciende
en la atmdsfera, se obtiene dividiendo el primer principio (4.12) entre ¢,dz
y reorganizando términos. Entonces,

ar  1dQ 1 dp

dz ¢y dz ' peydz
El dltimo término de esta ecuacion se puede transformar con ayuda de la
ecuacion de estatica:
1 dp 1
por dz pcp( 9p) o = a (4.17)
Sustituyendo este valor en la expresion anterior,

dT 1 dQ
= —— —, 4.18
dz cp dz " ( )

Cuando la expansién (o compresién) del aire es adiabética, es decir, sin
intercambio de calor con el medio ambiente, la fé6rmula (4.18) se transforma

en
dr

dz
Al pardametro ~, se le conoce con el nombre de gradiente adiabatico seco.
Entonces, en una capa limitada de la atmdsfera, en ciertas condiciones se
puede establecer, un gradiente vertical de temperatura de tipo adiabatico

seco igual a ~,. Cuando el proceso no es adiabdtico, se debe usar la férmula
(4.18).

—Ya (4.19)
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4.3.3. Variacion de la temperatura potencial con la altura

Con ayuda de la férmula (4.18) y de la definicién (4.16), se puede definir
la variacién de la temperatura potencial con la altura. En efecto, tomando
el logaritmo de la definicién (4.16) y derivando el resultado,

dlnf =dInT — Edlnp.
Cp

Comparando esta expresién con (4.14) se concluye que
1
—d@Q =Tdlno. (4.20)
p

Dividiendo entre dz y colocando el resultado en (4.18),

dr dln6

dz r dz

Trasponiendo términos y expandiendo la derivada del logaritmo,

Ty _dr

0dz dz

Definiendo el gradiente que se establece en la atmdsfera durante un proceso
no adiabatico,

— Ya

+ Y- (4.21)

dr

= = 4.22
o= (4.22)
la expresién (4.21) se escribe,
T do
—Y 4.23
g, = a7 (4.23)

A partir de (4.20) se puede obtener una nueva forma de escribir la ecua-
cién de la termodinamica. En efecto, dividiendo esta expresién entre dt y
trasponiendo términos, se obtiene

dlnf 1 dQ
dt  Te, dt’

(4.24)
4.4. Sistema de ecuaciones de la dinamica de la
atmosfera en coordenadas z, y, 2, t

Las ecuaciones (4.6), (4.8) y (4.15) forman el sistema de ecuaciones que
gobiernan los movimientos atmosféricos, estan escritas en el sistema de
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coordenadas x, y, z, t y seran repetidas aqui. Para escribir de nuevo las
ecuaciones del movimiento (4.6) la derivada sustancial se expandird de ma-
nera similar a (2.26).

ou ou ou ou 10p
U VU F W = ———— + 200 —20Q F
8t+u8x+v8y+w8z p8x+ vilsen ¢ wcosp+ Fp,,

Ov ov ov ov 190p
a—b—u%—i—va—y—o—wa——;a—y—QuQsen ¢+ FF,, (4.25)
ow ow ow ow  109p

o 0 S = 2P o0 F
ot +“ax+”ay Y, p Oz g+ 2ullcos ¢+ I,

Op , O(pu)  O(pv)  I(pw) _
it o T on o =0 (4.26)
dr  1.dp 1dQ

_————=—— 4.2
dt  cpypdt ¢, dt (4.27)

Este sistema contiene cinco ecuaciones para seis incognitas: u, v, w, p, p,
y T'. Para cerrarlo se requiere la ecuacion de estado

P Rr (4.28)

P

El sistema de ecuaciones (4.25) - (4.28) es cerrado y constituye el sistema
de ecuaciones de la hidrotermodindmica en coordenadas z, ¥y, z, t.

4.5. FEcuaciones en coordenadas isobaricas

Las ecuaciones de la dindmica y la termodinamica de la atmosfera escritas
en el sistema z, y, z usando z como coordenada vertical, no son muy ttiles
para aplicaciones meteorologicas por razones que seran evidentes mas ade-
lante. En los modelos meteorolégicos se emplean otras variables en calidad
de tercera coordenada: presion, presién normalizada, etc. Alternativamen-
te a la altura z, como coordenada vertical, se puede usar una funcién: la
presién por ejemplo, siempre y cuando exista una relaciéon simple que li-
gue estas dos variables z y p. En este caso, para relacionarlas se utiliza la
ecuacién de estatica. A este nuevo sistema de coordenadas z, y, p, t, se le
llama sistema de coordenadas isobdricas.

Ahora es necesario convertir las ecuaciones de la dindmica de la atmosfe-
ra (4.25) a (4.28), al nuevo sistema de coordenadas isobdricas. Esta vez,
se emplearan argumentos sencillos. Mas adelante en la segunda parte, se
introducira el concepto de wvariable vertical generalizada para resolver este
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mismo problema. Sin embargo, es necesario hacer aqui algunas observacio-
nes.

En el antiguo sistema de coordenadas las variables independientes eran
x, Yy, z, tylas variables dependientes o funciones eran u, v, w, p, T y p.
En el nuevo sistema, la presion p ya no es una funcién, sino que se convierte
en una variable independiente. Ademads, en el nuevo sistema, z es una fun-
cion, mas exactamente, una variable estrechamente relacionada con ella, el
geopotencial ®. Otra observacién importante es que mientras en el antiguo
sistema de coordenadas la coordenada vertical aumenta en valor absoluto
a medida que se aleja del origen de coordenadas, en el nuevo sistema de
coordenadas isobdricas, p hace lo contrario, o sea, disminuye a medida que
se aleja del origen. Comencemos por definir la funcién geopotencial.

El geopotencial @ se define como el trabajo necesario para levantar la unidad
de masa desde el suelo hasta la altura z. O sea,

z

@:/gdz. (4.29)

0

Suponiendo g = constante, esta relacién se escribe, de manera mas simple

d = gz. (4.30)

4.5.1. Gradiente de presion en coordenadas isobaricas

Ahora se deriva la expresién para el gradiente de presién. Dividiendo y
multiplicando por 9z El primer término del lado derecho de la primera
ecuacién de (4.25), este gradiente se escribe como

s =50

Cpdx p\ 0z )ox

El signo menos que aparece antes de dp en la parte derecha se debe a que en
la atmésfera la presion cae a medida que la altura z aumenta. Sustituyendo

en la parte derecha de esta expresion la ecuacién de estética, dp/dz = —pg,
se obtiene
1oP 1 0z
—;% = —;(PQ)%~
Por tanto,
1 dp 0z

“pox or
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Sustituyendo en esta expresién la definicién (4.30),

1 Op o
-7 4.31
p Oz ox (4:31)
De manera similar,
1 Op o0
T __ 7 4.31a
p Oy dy ( )

Una observacién final sobre el gradiente de presion es que mientras en el
sistema x, ¥y, z, t, este se calcula en una superficie de nivel z = constante, en
el sistema de coordenadas isobéaricas se calcula en una superficie isobarica,
p = constante. Algunos autores acostumbran enfatizar esta expresién con
ayuda de la siguiente escritura:

5 (5).~-(), (120

_; (gfy?)z _ (gj)p. (4.32a)

4.5.2. Ecuaciones del movimiento en coordenadas isobaricas

De las ecuaciones (4.25) solo se deben transformar las dos primeras, ya que
en lugar de la tercera ecuacién del movimiento se utiliza la aproximacion
de estatica (sobre la justificacién de esta suposicién se hablard en el capitulo siguiente). El
ultimo término del lado izquierdo de la primera de las ecuaciones (4.25), el
que esta asociado a la coordenada vertical, puede escribirse como

Ou  dzou
W— = ——.
0z dt 0z
No es dificil intuir que, en coordenadas isobdricas, este término puede ex-
presarse como
Oou  dpou
WwZt = PO (4.33)
dp dt dp
donde w = dp/dt, es llamado homdlogo de la velocidad vertical en coorde-
nadas isobdricas. De manera similar, se puede escribir el ultimo término del
lado izquierdo de la segunda ecuacién de (4.28),

ov dv
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Utilizando las igualdades (4.31a) y (4.32a), las ecuaciones del movimiento
(4.25) en coordenadas isobéricas pueden escribirse

(0, s
% _ _@j)p ~ fu, (4.36)

donde, las fuerzas de friccion Frpp, Frry, el término —2w( cos ¢ han sido
despreciados,

d 0 0 0 0

o2 - - —. 4.37

ot Mor T Vay Yo (4.37)
es el operador de la derivada sustancial en coordenadas isobaricas y f es el
parametro de coriolis definido en 2.34. En forma vectorial, las ecuaciones
(4.35), (4.36) pueden escribirse

dv - .

W i 5= —Ve. (4.38)
dt
Ahora se halla una relacién entre el homodlogo de la velocidad vertical w y
la velocidad vertical w, expandiendo la derivada sustancial dp/dt,

dp Op dp dp dp

it ot “ar Ty TYos
Es facil mostrar, con ayuda del anélisis de escala (capitulo 5) que el dltimo
término del lado derecho de esta expresion es de un orden mayor que el de
los demaés. Expresando este término con ayuda de la ecuacion de estética,
se puede escribir en forma aproximada:

dp _

—w - . 4.
p wgp (4.39)

w
Néte que en las ecuaciones (4.35) y (4.36) no aparece el pardmetro densidad,
como sucede en el sistema de ecuaciones (4.25). Esto, como se verd mads
adelante es un valioso resultado.

4.5.3. Ecuacion de continuidad en coordenadas isobaricas

Considere una masa elemental de aire, 0M = pdzdydz, confinada entre
dos superficies isobdricas. Sustituyendo la ecuacién de estética en la parte
derecha, esta expresién se transforma en

SM = 5$5y(—(_;p)).
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(El signo menos, asociado al elemento infinitesimal dp, se debe a que la presién cae con la altura) .

Tomando el logaritmo en ambos lados de esta expresion y diferenciando, se

obtiene L ) L )
—dM = — — —d(ép).
SM 5z 5y 5,0p)

Puesto que la derivada sustancial de la masa no debe cambiar, la expresién

d(éx) + —d(0y) +

anterior debe ser igual a cero. Ademas, dividiendo entre dt y cambiando el
orden de los diferenciales,

1 _dx 1 _dy 1 _.dp
—0—+ —0— + —0— =0.

ox dt +5y dt  op dt 0

Sustituyendo dz/dt, dy/dt, dp/dt por u, v y w, respectivamente, en el

limite esta expresién puede escribirse

=0. (4.40)

<8u (’)v)p gc;_

oz oy
O como,
1 p ou  Ov -
7d7 = —| — B — = .
op" dt (630 + ay)p ViV

En la ecuacién de continuidad, en coordenadas isobaricas (4.40), se destaca

(4.41)

el hecho de que no aparece el parametro densidad. Esta expresion, derivada
sin utilizar la restriccién de incompresibilidad de aire, es vélida sélo para
una atmosfera en equilibrio hidrostatico.

4.5.4. Ecuaciones de la termodinamica y estatica en coor-
denadas isobaricas

La escritura de la ecuacién de la termodinamica es simple a partir de la
ecuacién (4.27). Basta con sustituir en ella el término dp/d¢ por el homélogo
de la velocidad vertical. O sea,

ar 1 1dQ

—_— - —w=——". 4.42
dt cppw cp dt (442)

Para escribir la ecuacién de estatica en coordenadas isobaricas se sustituye
la definicién (4.30) en la ecuacién de (3.8), derivada en el capitulo 3:
0P 1
—_— = (4.43)
dp p
Las ecuaciones (4.35), (4.36), (4.40), (4.42) y (4.43) constituyen un mo-
delo atmosférico y puede emplearse para predecir el tiempo. El modelo
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atmosférico que utiliza la ecuacién de estatica en calidad de tercera ecua-
ciéon del movimiento y la ecuaciéon de continuidad en la forma de una
atmosfera incompresible se llama modelo de ecuaciones primitivas o modelo
hidrostdtico.

Ejercicios.

1. Muestre que la fuerza (por unidad de masa) de Coriolis tiende a des-
viar el movimiento hacia la derecha en el hemisferio norte, y hacia la
izquierda en el hemisferio sur.

2. Calcule 9p/dz usando los siguientes datos: Presion en superficie (al-
tura z = 0), pg = 1000 hPa, Presién a la altura z = 5000 m, pp = 500
hPa. Compare esta magnitud con el valor que se obtiene en el lado
derecho de la ecuacién de estética. Densidad del aire p = 1 kg/m?®.

3. Evaliie cada uno de los términos en la tercera ecuacion del movimien-
to, escrita en la forma de la derivada substancial, usando los siguien-
tes datos: dw = 2cm/seg?, dt = 1 dia, Op = 500 Hpa, 0z = 5000 m,
u =10 m/s, ¢ = 45°, Q = 7.29 x 107° 1/s. Desprecie la fuerza de
friccion. Compare, ademas, la magnitud de cada término.



Analisis de escala y nociones
basicas sobre modelos
atmosféricos

Car Gustav Rossby (1898-1957)

Meteorologo tedrico sueco. Realizé gran-
des avances en la descripcion fisico—
matematica de los movimientos at-
mosféricos. Las ondas que llevan su
nombre, el nimero de Rossby, se cuentan
entre algunos de sus aportes.

Imagen tomada con permiso de
http://www.smhi.se/sgn0106/if /rc/CG.htm
Cortesia del Servicio Meteorolégico Sueco.

El analisis de escala es uno de los procedimientos usados para simpli-
ficar las ecuaciones de la dindamica de la atmdsfera. En este capitulo
se realizara un analisis de escala para movimientos de escala sindpti-
ca que usualmente ocurren en latitudes medias y también se pre-
sentaran algunas consideraciones para los movimientos de latitudes
tropicales. Ampliacién de estos temas puede consultarse en Holton
(1995), Belov, Gandin & Dubov (1968), Laixtman (1976).

73
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5.1. Escalas de los movimientos atmosféricos

Los sistemas atmosféricos o sistemas del tiempo suceden en diferentes es-
calas de espacio y de tiempo como se puede apreciar en el cuadro 5.1. Las
ecuaciones de la dindmica de la atmésfera vistas en el capitulo anterior sir-
ven para describir estos tipos de movimientos. El analisis de escala es una
técnica 1til para determinar la magnitud de los términos en las ecuaciones
(4.25) (4.27), asociadas a un tipo de movimiento dado. Una vez determi-
nada la magnitud de cada término, se puede optar por despreciar los de
menor valor y de esta manera simplificar la ecuacion diferencial.

Cuadro 5.1. Escalas de espacio y tiempo de los diferentes sistemas atmosféricos.
Adaptado de Haltiner & Williams (1979).

ESCALA HORIZONTAL
10* km 10° km 10° km 10 km 1 km
| | | | |
I I I I I
Planetaria Sinoptica Mesoescala Convectiva Micro escala Molecular
— 0 pequena _
Ondas largas EDepresiones Frentes Chubascos Torbellinos en
rextra-tropicales ! + Ciimulo : la capa limite
%) N H + Nimbus
E 2 Ondas de
E 5 * montana
—m '
<= :
3 | Anticiclones !Anticiclones ! '
sub-tropicales;  Lineas de | Tornados
' 1 inestabilidad:
Zona de » Ciclones : Complejos H Torbellinos en
Convergencia : tropicales  : convectivos . : la capa limite
»n @ | Intertropical ' +de mesoescala
4] 1 1
o 3| ZCIT H
8%
29
=& H H H
E g Ondas del este + Tormentas tropicales:
=~ ] . '
10” horas 10 horas 1 hora 10" hora
ESCALA TEMPORAL

5.1.1. Algunas definiciones preliminares

Por valor caracteristico de un elemento se entiende su valor medio o cuadrati-
co medio. Por orden de magnitud de un elemento se entiende el valor ca-
racteristico redondeado hasta la potencia de 10 més cercana; y se expresa
como 0(FE), donde E es el elemento considerado. Por ejemplo, la presién
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de superficie en latitudes medias fluctia entre 940 y 1070 hPa. Su valor
caracteristico serfa 1005 hPa. El orden de magnitud de la presién en este
caso es: 0(p) = 103. Otro ejemplo: el viento horizontal caracteristico en
latitudes medias es 10 m/s. Por eso, su orden de magnitud, o escala, es
0(u) = 0(v) = U = 10%.

En el andlisis de escala, lo primero que se hace es definir las escalas del
movimiento que se desea analizar. Para movimientos de tipo sindptico, la
escala espacial L es del orden de 1000 km. Esta escala corresponde a la
distancia horizontal que ocupa una perturbacién de tipo sinéptico. La escala
de velocidad es, como se menciond, U = 10'. Una vez definidas las escalas
espacial L y de velocidad horizontal U, la escala temporal L; se puede
definir como

L 10°m

U  10'm/s

Aqui se deduce que la escala temporal, L;, de las perturbaciones sinépticas
es un dia, lo que esta de acuerdo con las observaciones, es decir, el tiempo
que demora en pasar una perturbacién de tipo sinéptico por un punto dado
en latitudes medias.

O(t) =L =

En el andlisis de escala, el orden de las derivadas se sustituye por el orden
de sus incrementos respectivos. Por ejemplo, para una funcion cualquiera

f

o(4)- %

Ademads se asume que el orden de los incrementos de las variables indepen-
dientes es igual al de sus escalas. O sea,

ox=0y=1L, 6z=H, 6t = Ly.

donde H es la escala vertical del movimiento. Sobre el valor caracteristico,
u orden de magnitud de los pardmetros meteoroldgicos y sus derivadas, se
puede juzgar a través de un procesamiento estadistico de la informacién
meteoroldgica. Un procesamiento de este tipo (cuadro 5.2) fue realizado
por M. I. Iudin en 1957 (Bielov 1975) y se muestra en el cuadro 5.2. Esta
tabla es valida para movimientos de escala sindptica en latitudes medias.

Los siguientes postulados (Gandin & Dubov, 1968), validos para movimien-
tos de escala sindptica en latitudes medias, son utiles en el andlisis de escala
que se introduce mas adelante.

1. La escala de tiempo, L;, es mucho mayor que la magnitud filo donde
fo es el pardmetro de Coriolis, (L; >> %)
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ELEMENTO 0(e) 0(8/9x),0(0/0y) 0(0/0z) 0(8/dt)
Escala horizontal L 10° m

Escala vertical H 10*m

Tiempo L; 10° s

Velocidad zonal u 10" m/s 107° 103 107*
Velocidad Meridonal v 10* m/s 1075 103 107*
Velocidad Vertical w 1072 m/s 1078 1076 1077
Presién Py 10° kg/(m.c?) 1073 10! 1072
Densidad p 10° kg/m3 1078 10=* 1077
Temperatura T 3.10° K 1079 1072 1074
P. Coriolis f 107%s7t 10711

Vorticidad 0,107 1/s 10~ 1079 1071

Cuadro 5.2. Orden de magnitud de los principales elementos meteoroldgicos y su
primeras derivadas. Adaptada de Bielov (1975)

En otras palabras, decimos que el parametro K, definido como

1
K=—<«<1
L.f ’
es pequeno en comparacion con la unidad. A este pardmetro se le
conoce con el nombre de niimero de Kivel. Por ejemplo, si se toma L;
igual a un dia, se obtiene

19 1
~ 2Qsen ¢p2m  4msen ¢’

Para una latitud ¢ de 50°, se obtiene K = 0.104. Por supuesto, cerca
al ecuador no tiene sentido el niamero de Kivel.

2. El parametro B,
_bsL
f )
es pequeno con relacién a la unidad. Aqui 3, llamado pardametro de

Rossby, se define como la derivada del pardmetro de Coriolis con la
latitud,

B

_4
=4
Derivando el valor f = 2Qsen ¢, ( férmula 2.34) y sustituyendo el
resultado en (5.1),

B (5.1)

B= % cot ¢. (5.2)
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5.2.

Se ap
de lat
do la

Aquf a es el radio de la Tierra (para obtener esta férmula se tomé
dy/d¢ = a, lo que no es dificil representar gréﬁcamente). Utilizando los valores
del cuadro 5.2 y tomando ¢ = 50° y a = 6.4 x 10° m, se obtiene
B =0,114. de la férmula (5.2) se puede concluir que la pequenez del
parametro B equivale a decir que la escala horizontal es pequena en
relacién con el radio de la Tierra.

Cuando se suman dos miembros de orden diferente, el orden del re-
sultado corresponde al del miembro de mayor orden. La suma de dos
(0o mas) miembros del mismo orden no necesariamente coincide con
el orden de alguno de sus miembros componentes y puede ser menor.
Ejemplo de esto se halla al considerar la divergencia horizontal. Mas
adelante se hablara de nuevo sobre esta afirmacién.

En cualquier ecuacién deben quedar minimo dos miembros principa-
les. En este caso, ambos miembros son del mismo orden. Por esta
razén, no se puede simplificar la ecuacion de estado o la ecuacién de
estética.

Analisis de escala para latitudes medias

licard el analisis de escala a las ecuaciones para sistemas sinoépticos
itudes medias. Para ello se escriben las ecuaciones (4.25), desprecian-
fuerza de friccién y anotando debajo de cada miembro su orden de

magnitud, calculado de acuerdo con el cuadro 5.2.

ou

@ 1 Op

E + ugs vﬁ—y + we- = " or + 2vQsen ¢p+2wQcosgp  (5.3)
107* 107* 107* 107° 03 107 1076
v v v ov 1 Op
U +v— +we— ——E2u0 5.4
8t+u8x+vay+w82 Oy uflsen ¢ (5.4)
10t 107" 107t 107° 103 107
0 0 0 0 10
(5.5)

1077 1007 1077 1078 10t 10t 107

Veamos ahora algunas simplificaciones que se pueden hacer en las ecuacio-

nes.
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5.2.1. Aproximacion geostrofica

En las ecuaciones del movimiento horizontal, o sea en las ecuaciones (5.3)
a (5.4), se observa que los términos més sobresalientes son el gradiente de
presién y la componente horizontal de la fuerza de Coriolis. Eliminando los
términos restantes, queda una relacion diagnostica llamada aproximacion
geostrdfica o balance geostrdfico.

1 Op
U =——-— 5.6a
fu=—t 2 (5.60)
1 0p

Despejando u y v en estas ecuaciones se obtiene las componentes del viento
geostroéfico:

1 9p
Ug = —— — 5.7a
T pfoy (5.7a)
1 0p

Haciendo uso del concepto de geopotencial (férmulas (4.31), (4.31a)), las
ecuaciones (5.7a) y (5.7b) se rescriben

1 09
Uy = —— — 5.8a
1 09

En lugar de las dos ecuaciones (5.7a) y (5.7b) el viento geostréfico puede
representarse por una ecuacién vectorial,

V= Fx —¢ (5.9)

g Pf H

El viento geostrofico se produce como el resultado de un balance entre dos
fuerzas: el gradiente de presiéon y la fuerza de Coriolis. Este balance es
representado en la figura 5.1. La direccién del viento geostréfico, determi-
nada por el producto vectorial (5.9), también estd indicada en esta figura.
La aproximacion geostréfica es, en principio, valida para la atmésfera libre
donde no es necesario considerar el efecto de la friccién superficial. El vien-
to geostréfico sopla entonces por las isobaras dejando las bajas presiones
a la izquierda en el hemisferio norte y a la derecha en el hemisferio sur.
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Figura 5.1. Balance entre las fuerzas de Coriolis, Cy, y de presién y direccién
resultante del viento geostréfico en la atmésfera libre.

En la atmoésfera libre, como quedard evidente en el capitulo 6, el viento
geostréfico sopla por isobaras rectilineas.

De acuerdo con las ecuaciones (5.3) y (5.4) el término aceleracién es de
un orden inferior a los términos que componen el viento geostréfico. Este
ultimo es solo una aproximacién del viento real con un margen de error de
10 a 15 %, y no es més vélida en regiones cercanas al ecuador.

Si en la ecuaciones (5.6a) y (5.6b), ademds de los términos presién y efec-
to de Coriolis, se considera el término aceleracién, las ecuaciones pueden
escribirse

du 1 op
dv 1 0p
donde p 5 9 5

A estas ecuaciones se les conoce con el nombre de ecuaciones aproximadas
de prondéstico.

5.2.2. EIl nimero de Rossby

Una manera de estimar la importancia relativa de los términos aceleracion
y fuerza de Coriolis en esta ecuacién es a través del nimero de Rossby
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definido como la relacion entre estos dos términos mencionados.

du/dt _§U/St _U*/L U

fu _ fU T jU CfL
RO:fUL' (5.12)

Para valores pequetios del nimero de Rossby (Rg << 1), el efecto de la
fuerza de Coriolis es ligeramente dominante. En este caso se puede decir
que la aproximacion geostréfica tiene mayor validez. De acuerdo con las
escalas del cuadro 5.2, para movimientos de escala sinéptica, Ry = 0.1.
Para movimientos de mesoescala, L = 10° m y Ry = 1; para movimientos
de escala local, Ry = 10.

Con ayuda del nimero de Rossby se puede valorar la magnitud del error
cometido en la aproximacion geostréfica. Para ello, se representa el vien-
to real como la suma de una parte geostrofica, uy, mas una desviacion o
componente ageostréfica u'. O sea,

u=ug+u, v=v,+v. (5.13)

donde ug4, vy son las componentes del viento geostréfico, y v/, v’ son las
desviaciones del viento geostréfico del viento real, llamadas por algunos
autores desviaciones ageostrdficas.

Sustituyendo ug y ug en (5.13) por sus valores en (5.7a) y (5.7b) y llevando
estos resultados a la parte derecha de (5.10a) y (5.10b), se obtienen las
expresiones para las desviaciones ageostréficas:

, 1 Ov , 1 du
U=—-—— v =——-.

fodt’ fodt

Para estimar la importancia de la desviacion ageostréfica en relacién con
el viento real, se establece la relacién

1 du U
o fdt _ fLy 1 U
R = 4 X = = — = . 14
u u U fLy  fL Ho (5.14)

Este resultado permite llegar a la conclusién que la relacién entre la desvia-
cién ageostroéfica y el viento real es igual al nimero de Rossby. Por tanto,
la desviacién ageostrofica en latitudes medias es de un orden de magnitud
menor que el viento real.



5.2. ANALISIS DE ESCALA PARA LATITUDES MEDIAS 81

5.2.3. Analisis de la divergencia horizontal

De acuerdo con la férmula (2.17), la divergencia horizontal se define como

LN (5.15)

D=2
dr Oy

Notese que de acuerdo con el postulado 3, el orden de magnitud de la
divergencia esta asociado al orden de alguno de los dos sumandos en la
parte derecha de (5.15). Sustituyendo el viento real por la suma del vien-
to geostréfico més la desviacién ageostréfica (5.13) y aplicando luego las
férmulas (5.8a) y (5.8b), se obtiene

D

“ %z oy oz oy oz

_Ou  Ov od o 0 ( 1 8<I>) 0 ( 1 8<I>)
f oy '

- Y\ f ox

Después de algunas manipulaciones y teniendo en cuenta que f no depende
de x se llega a

B8 0P

_p_ P9®
b=D 2oz’

(5.16)

donde D’ es la divergencia de la desviacién ageostréfica y 3 es el pardametro
de Rossby definido en (5.1).

De acuerdo con la conclusién (5.14), v’ y v/ son de un orden de magnitud
/ /

— y —— también son de
or 7 oy
. e ou Ov . )
un orden de magnitud inferior al de 7 y 90 En consecuencia, segin el
€L Y
postulado 3 mencionado, D’ es de un orden de magnitud inferior al de cada

uno de los miembros % y @
oxr ~ Oy

En lo que respecta al tltimo término de (5.16), es facil cerciorarse de que

inferior al de u y v respectivamente. Por tanto,

.2 P u -, P v .
su relacién al término — 6 al término — es igual a B.

ox y

Esto nos conduce a la conclusién de que la divergencia horizontal del viento
D, es de un orden inferior a cada uno de los términos en (5.15). Este
hecho nos muestra el caracter no divergente de la atmésfera no perturbada
en latitudes medias. Por esta misma razon, y como se verd mas adelante, se
dificulta el cdlculo de este parametro y también, el de la velocidad vertical.
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5.2.4. Analisis de la vorticidad geostrofica

Colocando las componentes del viento geostréfico (5.8) en la definicién de
vorticidad (2.23) obtenemos la vorticidad geostrofica o sea,

0 0 1= 0P

g:lfﬁ:fv%f%f.

or Oy f f2 oy
Es facil cerciorarse de que la relacién entre el segundo término de la derecha
y el primero es del orden B. De esta manera, la vorticidad geostréfica se
puede considerar igual a,

ov  Ou 1=

= — - — = _—_V%. 5.17
No obstante, es facil probar que esta aproximacién implica suponer la no
divergencia del flujo.

5.2.5. La aproximacion hidrostatica

Considere la componente vertical del movimiento, o sea, la ecuacién (5.5).
En esta ecuacion, los términos mas sobresalientes son el gradiente de presién
v la fuerza de gravedad. Despreciando los demds términos,

1 0p
— = —g. 5.18

o 9 (5.18)
Esta ecuacién representa el equilibrio hidrostatico analizado en el capitulo
2. La ecuacién (5.18), llamada ecuacién de la hidrostatica, cumple un papel
central en la dindmica de la atmésfera.

5.3. Analisis de escala para latitudes tropicales

A medida que nos acercamos al ecuador, el seno de la latitud cae y el
pardmetro de Coriolis f, no es 10~% sino que se convierte en 107°. En este
caso, el nimero de Rossby esta cercano a la unidad, lo cual implica que
el gradiente de presion en estas latitudes no puede ser equilibrado por la
fuerza de Coriolis. El andlisis de escala para latitudes cercanas al ecuador
puede ser realizado tomando por ejemplo la ecuacién (5.10a) pero con el
gradiente de presion escrito para el geopotencial (férmula (4.31)).

o
dt YT Tz
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En términos de escalas esta ecuacién se escribe:

Para latitudes medias, la escala o valor caracterfstico de 6®/L es fU =
10~% x 10 = 1000 m/s%. Para latitudes tropicales, no puede ser equilibrado
por la fuerza de Coriolis; por tanto, serd equilibrado por la aceleracién
inercial. Esto es, §® = U? = 100 m/s.

El hecho de que la variacion horizontal del geopotencial sea de un orden
de magnitud inferior al de latitudes medias, trae profundas consecuencias
para la atmoésfera tropical no perturbada.

5.4. La predicciéon numérica

Aunque los modelos atmosféricos se analizan en detalle en la segunda parte
del texto, es conveniente introducir aqui la idea de la predicciéon numérica.
La predicciéon numérica se realiza a través de un sistema de ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales como (4.35), (4.36), (4.40), (4.42) y (4.43)
mads algunas relaciones de cerradura. Estas ecuaciones, que constituyen un
modelo atmosférico, se escriben a continuacién.

% = —(gf)p + fo (5.19)
% _ _@j)p ~ fu (5.20)
2 cplp“’ _ ;‘fﬁ (5.22)
‘?);I?’ _ _/1), (5.23)

Las expresiones (5.19) a (5.23) constituyen un sistema de cinco ecuaciones
para seis variables meteorolégicas; u, v, w, T, ® y p. Este sistema no consi-
dera la fuerza de friccién y se cierra adicionando la ecuacién de estado. Las
variables que poseen derivada temporal deben ser conocidas inicialmente
en todos los puntos del dominio.
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Las ecuaciones se solucionan en el tiempo y el espacio con ayuda de un
método numérico. Esta solucién se realiza con el objeto de extrapolar (pre-
decir) el estado futuro de la atmdésfera a partir de un estado inicial.

Otra observacién importante es que algunos términos (también conocidos
con el nombre de fuentes y sumideros del sistema), como d@/dt por ejem-
plo, ain no han sido determinados. Estos términos, los cuales describen
procesos fisicos como; calentamiento o enfriamiento por cambios de fase,
por radiacién, disipacién turbulenta, etc., hay que expresarlos en funcién
de las variables del modelo mencionadas arriba. A este proceso se le cono-
ce con el nombre de parametrizacién de los procesos fisicos o simplemente
parametrizaciones del modelo.

Las consideraciones mas importantes respecto a un modelo atmosférico
son las ecuaciones del modelo, las parametrizaciones fisicas, la solucién
numérica y las condiciones iniciales.

5.4.1. Las ecuaciones del modelo

Al sistema particular de ecuaciones (5.19) a (5.23) se le conoce con el nom-
bre de modelo de ecuaciones primitivas. Los modelos que se usan actualmen-
te contienen, ademas, otros términos y ecuaciones que sirven para describir
la turbulencia atmosférica, los cambios de fase, el estado del suelo, etc.

5.4.2. Las parametrizaciones fisicas

La parametrizacién de los procesos fisicos consiste en: expresar algunas
fuentes y sumideros del sistema de ecuaciones en términos de los parame-
tros y las variables del modelo. Con ayuda de un ejemplo se mostrara en
qué consiste el proceso de parametrizacién asociado al cambio de fase del
vapor de agua.

En primer lugar, se adiciona una ecuacién més al sistema (5.19)-(5.23), la
cual sirve para describir la variaciéon espacio-temporal del vapor de agua
qv, en la atmosfera.

0 -~ = dC;
Vg = L 24
T +V-Vq 5 (5.24)

donde ¢, es la relacién de mezcla para el vapor de agua y dC;/dt (el tini-
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co sumidero considerado por simplicidad en esta ecuacién) es la tasa de
condensacion. En esta ecuacion, Cj es la cantidad de vapor transferida del
estado de vapor al estado liquido.

Esta ecuacion puede obtenerse con ayuda de un analisis infinitesimal similar
al realizado para derivar la ecuacién de continuidad (una derivacién de la ecuacién

de pronéstico para el contenido de vapor de agua se presenta en el capitulo 16).

Supongamos que el término fuente d@/dt en la ecuacién de la termodindmi-
ca (5.22) solo tiene en cuenta el calentamiento provocado por la conden-
sacién del vapor de agua. En este caso, este término puede representarse
como

1dQ LdC

cp dt ¢, dt’
donde L es calor latente de condensacién y dCj/dt es la tasa de condensacién
mencionada arriba. Cj se calcula asi:

Cr=qu — s, (5.25)

donde g5 es la relacion de mezcla de saturacion. De manera aproximada, g
se calcula asf:
gs = 0.622e4/p, (5.26)

donde ey representa la tension de saturacién. Este parametro se calcula
integrando la ecuacién de Clausius Klapeyron:
des LdTr

o T T (5:27)

donde R, es la constante de los gases para el vapor de agua.

De esta manera, con ayuda de la ecuacién (5.24) y de las relaciones (5.25)-
(5.27) se expresa la fuente de calor d@Q/dt en la ecuacién de la termodindmi-
ca en funcién de variables del modelo como la temperatura 7'y la presién p.
Con procedimientos similares se pueden expresar otras fuentes de calor, co-
mo la producida por la radiacién solar y también otras fuentes y sumideros
como los de friccién ete.

5.4.3. La solucion numérica

Existen varios métodos numéricos para solucionar el sistema (5.19)-(5.23).
Entre ellos, el método de las diferencias finitas, el método espectral, etc.
Estos métodos se exponen en detalle en la segunda parte de esta obra.

En el método de las diferencias finitas, los términos que contienen derivadas
se discretizan dentro de una grilla de puntos como la mostrada en la figura
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5.2. Las derivadas espaciales y temporales a menudo se discretizan usando
diferencias centradas:

Se fija un valor 7 sobre el eje oy y suponga que se quiere resolver la siguiente
ecuacion sobre el eje ox solamente.

%+u@70
ot or

Esta ecuacién se escribe para el punto 4, j usando diferencias centradas:

n+1 n—1
ij by, it T Wil
LB A RS
2AL J 2Ax ’

donde n es un indice (no un exponente) que indica el nivel en el tiempo.

i=Imax

1=0

_]:0 I :j=Jmax

Figura 5.2. Grilla de puntos de un modelo en diferencias finitas.

Esta ecuacion escrita en diferencias finitas se puede resolver con respecto a
n+1
u; ;" como,
n n
urt. — .
— 3,741 4,7—1
nt+l _ , n—1 ul J J (528)

Yij = %ij i 9AgL

Esta ecuacion indica que para conocer la componente zonal del viento en el
nivel de tiempo n + 1 en el punto 7, j es necesario conocer su valor en este
mismo punto y en los niveles de tiempo n y n — 1, y los valores de u en el
nivel de tiempo n en los puntos (4,5 + 1) y (¢,7 — 1).

Una vez calculado el valor de u en el tiempo n + 1, se procede a calcular
el siguiente valor de u en el nivel de tiempo n + 2, y asi sucesivamente. En
esto consiste la prediccion numérica del tiempo.
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Por ejemplo, haciendo n = 1, la ecuacién anterior se escribe

1 1
2 1 0 “4j+l 4,j—1
Ui ;= U — Uy SAL (5.29)
Esto nos lleva a formular una exigencia para los modelos numéricos: es
necesario conocer el campo inicial en el momento t=n =0.

Una desventaja del esquema de diferencias centradas, que se puede observar
en (5.28) o (5.29), es que no puede ser utilizado ni para el nivel de tiempo
n = 1, ni para los puntos fronterizos del dominio (i = imax, j = jmax).

5.4.4. Las condiciones iniciales

Las condiciones iniciales se obtienen a través de un proceso llamado anali-
sis objetivo. En este proceso las observaciones de superficie y de altura
(radiosondeos), medidos en diferentes puntos del globo terrdqueo, son in-
terpoladas en los puntos de grilla del dominio considerado.

Ejercicios.

1. ;Cual es la diferencia entre valor caracteristico y orden de magnitud?
Existe alguna diferencia entre orden de magnitud y escala?

2. Realice un analisis de escala para movimientos de mesoescala; por
ejemplo, para una nube cumulonimbus.

3. Calcule el niimero de Rossby para el fenémeno de la brisa. Tome los
siguientes datos: dv/dt =5 m/s, L = 20 km.

4. Muestre que la desviacion ageostrofica y el viento geostréfico estan
en la relacion del nimero de Rossby, Ry.

5. Estime las magnitudes de los términos en la ecuacion del movimiento
para un tornado tipico. Use las siguientes escalas: U = 100 m/s,
W ~10m/s, L ~ 10 m, H ~ 10 km, AP 40 mb. ;Es la aproximacion
de la hidrostatica valida en este caso?

6. Use el analisis de escala para determinar qué simplificaciones pueden
hacerse en la ecuacion del movimiento para perturbaciones de escala
de un huracén. Sea U ~ 50 m/s, W ~ 1 m/s, L ~ 100 km, H ~ 10
km, p ~ 40 mb. Diga si la aproximacién hidrostatica es valida o no
en este caso.
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Soluciones particulares de
las ecuaciones del
movimiento horizontal

Ejemplos de circulacién ciclénica: en el hemisferio norte, huracén Ivén (izquierda)
el 9 de septiembre de 2004 a las 12457, cortesia de la NOAA. En el hemisferio
sur, huracdn Catarina (derecha) el 27 de marzo de 2004. Cortesfa de la NASA.

88
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En el capitulo anterior analizamos un caso particular de las ecua-
ciones del movimiento horizontal: el viento geostréfico. Este tipo
de viento se obtiene cuando en las ecuaciones del movimiento son
retenidas apenas: la fuerza de gradiente de presion y la de Corio-
lis. Cuando en las ecuaciones del movimiento horizontal se tiene
ademas la aceleracion inercial, como en el caso de las ecuaciones
(5.6a) y (5.6b), otras soluciones particulares pueden ser obtenidas.
A pesar de que estas soluciones son apenas una idealizacién ma-
tematica, corresponden a ciertos tipos de vientos observados, como
viento de gradiente, ciclostréfico, inercial y térmico. El andlisis de
estos tipos de movimientos es conveniente realizarlo en un nuevo
sistema de coordenadas, el sistema de coordenadas naturales. Estos
temas pueden ser consultados en Haltiner & Martin (1957), Holton
(1993), Gordon (1965).

6.1. Coordenadas naturales

Un sistema de coordenadas naturales (s, n, z) es aquel que acompana a
la parcela de aire en su trayectoria. En la atmdsfera libre, el viento fluye
por las isobaras. (Esto ya fue demostrado para el viento geostréfico (figura 5.1). Més ade-
lante veremos que esta afirmacién continia siendo valida para un viento mas general, el viento
de gradiente). En otras palabras, las isobaras y las lineas de corriente coin-
ciden. Entonces, al describir el movimiento de las parcelas de aire por sus
trayectorias, es necesario suponer que la trayectoria y la linea de corriente,
conceptos mateméaticamente diferentes, coinciden al menos por un espacio
corto de tiempo. Por definicién, la trayectoria de una particula en el plano
es descrita por las ecuaciones

d d
=yt 2= vy, (6.1)

dt

Si se compara estas ecuaciones con la ecuacién de la linea de corriente
(2.20a), es facil observar que la trayectoria y las lineas de corriente coinciden
solo en el momento tg, o en el caso de un flujo estacionario, donde las lineas
de corriente no cambian con el tiempo. (Para mostrar la equivalencia entre (2.20a) y
(6.1), bajo estas suposiciones, es suficiente dividir la segunda ecuacién de 6.1 entre la primera e

igualar t = to).

Para escribir la ecuacién del movimiento en coordenadas naturales primero
se halla una expresién para la aceleracién tangencial.

Considere inicialmente el caso de un referencial fijo. Sea s la trayectoria de
una parcela, como la representada la figura 6.1.
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En el sistema de coordenadas naturales se definen un vector unitario t,
tangente a la trayectoria en el punto P a lo largo de la coordenada s, otro
n perpendicular al primero, a lo largo de la coordenada n, un vector k, a
lo largo de la coordenada z, orientado por la vertical del lugar, y un radio
de curvatura R (figura 6.1).

Figura 6.1. Vectores unitarios en el sistema natural de coordenadas.

Por convencién se toma la normal n y el radio de curvatura R positivos a
la izquierda del movimiento.

El campo horizontal de la velocidad tiene una sola componente tangente a
la trayectoria,
V = Vi, (6.2)

donde,
V =ds/dt, (6.3)

(un escalar no negativo) es el modulo de la velocidad.

En el sistema (s, n, z), la aceleracién tangencial se encuentra derivando la
expresién (6.2),

av. v df

— =t—+V—,

dt dt dt
Que puede escribirse también como

v _ v dids

dt dt ds dt’ (6-4)

Puesto que el vector unitario t cambia constantemente de direccién, su
derivada existe. Para una particula que inicialmente se encuentra en el
punto P, después de un tiempo dado, el vector posicién t cambia a t + 0t,
como se muestra en la figura 6.1

La expresién para el médulo de ot ya fue encontrada en el capitulo 3 [Ec.
(3.5)]. Para verificar esto es suficiente observar que en la figura 6.1, dp, t y
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t+4t, juegan los papeles de 0, vy v + Av de la figura 3.3a respectivamente.
Entonces, de acuerdo con las figuras 3.3a, 3.3b y la expresion (3.5), se puede
escribir,

|6t] = 0| £].

en donde, |dt| y | t |7 son los médulos de dt y t respectivamente (Nétese que
el signo menos en la parte izquierda de 3.5 aqui no aparece porque se estd tomando el valor
absoluto!). Teniendo en cuenta que el médulo de t es 1, dividiendo por ds, y
usando §¢ - R = ds obtenemos,

ot 6o 1

d0s  0s R
Ademads, puesto que el vector ot estd orientado en el sentido de la normal
n y en el limite, la expresion anterior puede escribirse como

at 7
ds R’
Substituyendo esta expresién y la definicién (6.3) en (6.4), obtenemos fi-
nalmente .
W _pdV GV
dt dt R

Esta expresion es vista en relacién a un inercial fijo. Para el caso de un

(6.5)

referencial no inercial como el de la tierra, hay que considerar ademas la
fuerza de Coriolis la cual esta orientada en el sentido de la normal. Por otro
lado, el sistema de coordenadas naturales el gradiente de presion tiene dos
componentes; uno en sy otro en n. Se puede escribir entonces la ecuacion
del movimiento en coordenadas naturales como,

~dVv V2 10p - 1 0p
t—+n—+fVi=——t———n
dt R ! p 0s p on
En esta ecuacion, el tercer término en el lado izquierdo representa el efecto
de Coriolis y los del lado derecho corresponden a la fuerza del gradiente de
presion.

Esta ecuacién vectorial se puede dividir en dos ecuaciones por componentes

av._ 1 9p

o fv=——22 (6.7)
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Las ecuaciones (6.6) y (6.7) expresan el balance de fuerzas paralelo y normal
a la direccion del flujo, respectivamente. Nétese que, de acuerdo con la
ecuacién (6.6), el aire que fluye hacia un centro de baja presién se acelera.
Al contrario, el aire que fluye desde un centro de alta presién se desacelera.

7]
Para el aire que fluye a lo largo de las isobaras, P _ 0 y el médulo de

la velocidad no cambia. En este caso, el viento es equilibrado por los tres
términos de la ecuacién (6.7). Veamos algunos casos particulares de esta
ecuacion.

6.1.1. Viento geostréfico (v?/r =0, vf #0 dp/On # 0)

Cuando el radio de curvatura es muy grande, R — oo, el primer término
de (6.7) desaparece quedando el balance entre la fuerza de Coriolis y el
gradiente de presion analizado en el capitulo 2. El viento geostréfico es una
buena aproximacion del viento real observado en la atmosfera sobre todo
en la circulacién no perturbada a gran escala. Si el radio de curvatura es
muy grande, el viento geostréfico fluye por trayectorias rectilineas como
acertadamente se mencioné en el capitulo 2.

6.1.2. Viento de gradiente (v?/r #0, vf # 0 Op/On # 0)

Cerca a los centros de baja o alta presién, el viento gira por trayectorias
curvadas. Una buena aproximacion al viento real en este caso es el viento
de gradiente. Este resulta de un equilibrio entre las fuerzas de gradiente
de presién, —Vp, Coriolis, C,, y centrifuga, C.. Por eso en este caso se
conservan los tres términos de la ecuacién (6.7).

(a)

Figura 6.2. Distribucién de fuerzas en el viento de gradiente alrededor de a) alta
presion, b) baja presion.

En la figura 6.2 se ha representado el equilibrio de estas tres fuerzas para
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el caso de una alta presién (figura 6.2(a)) y alrededor de una baja presién
(figura 6.2(b)). En el primer caso, el viento gira en el sentido de las mane-
cillas del reloj, circulacion anticiclénica; y en el segundo, en contra de las
manecillas del reloj o circulacién ciclénica. Ambos casos son vélidos en el
hemisferio norte. En el hemisferio sur, se invierte el sentido de la circulacién
ciclénica y anticiclonica.

La solucién de (6.7) para V es
fR

V:—Ti(

?R? R 3p> 1/2
4 p On ’

(6.8)

No todas las raices en (6.8) son posibles, ya que V debe ser un escalar
no negativo. Por ejemplo, en el caso de una circulacion ciclénica se debe
retener solo la raiz negativa. (Esto se observa escribiendo a (6.8) como,

T

y recordando que, en este caso; ap/an <0y R> O).

Una particularidad de (6.8a) es que, en el caso de un anticiclén
(R < 0, dp/On < 0), para que la expresién dentro del radical no sea
negativa, debe cumplir la condicién

2
dp - pRf

on 4

(6.9)

En este caso, el gradiente de presién en un anticiclén no puede ser mayor
que cierto valor critico. Tal limitacion no existe en el caso de un ciclén.
Aqui se explica porqué el campo de la presién en un anticicléon es més
suave que en el de un ciclon. El hecho de que el radio de curvatura en los
anticiclones sea mayor que en los ciclones también es una consecuencia de
la desigualdad (6.9).

6.1.2.1. Aplicacion del viento de gradiente en latitudes cercanas
al ecuador

Resolviendo (6.9) con respecto al parametro de Coriolis,

[4 8
f> p—Ra—i. (6.92)
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Esto significa que en latitudes cercanas al ecuador no pueden existir anti-
ciclones con gradientes significativos de presion. Esta restriccion no existe
para el caso de una depresion ciclonica. Esta conclusion estd de acuerdo con
lo que se observa en la practica sinéptica en bajas latitudes. La desigualdad
(6.9a) puede interpretarse también en el sentido de que para ciertos valores
dados del gradiente de presiéon no pueda existir mas flujo de gradiente en
cercanias al ecuador y el viento fluya cruzando las isobaras directamente
desde la alta presion hacia la baja.

6.1.3. Flujo inercial (9p/on =0, v*/r # 0,vf # 0)

El flujo inercial no requiere la presencia de un gradiente de presion y es
raramente observado en la atmésfera. En este caso,

2

;
IV =0 (6.10)

Solucionando esta ecuacién con relacién a R,

R=-V/f. (6.11)

La ecuacién (6.11) indica que el flujo inercial es anticiclénico. En cercanias
al ecuador, R — o0, esto significa que el flujo inercial no puede tener una
trayectoria cerrada, aunque conserva su caracter anticiclonico a lado y lado
del ecuador (Haltiner & Martin, 1957).

6.1.4. Flujo ciclostréfico (vf =0, v?/r #0, dp/dn # 0)

Un flujo ciclostroéfico es aquel determinado por el balance entre la fuerza
centrifuga y el gradiente de presion. En este caso, de acuerdo con la ecuacion
(6.7),

V2 10p

R pon

| R Op

Note que, de acuerdo con la ecuacién (6.12), el flujo ciclostréfico solo puede
existir alrededor de una baja presién. En este caso, el viento puede girar

o también
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en contra o en el sentido de las manecillas del reloj, como se representa en
las figuras 6.3a y 6.3b, respectivamente.

R<O0

(b)

Figura 6.3. Flujo ciclostréfico girando: a) en contra de las manecillas del reloj; b)
en el sentido de las manecillas del reloj.

Un ejemplo de viento ciclostréfico puede ser un tornado en estado maduro
de desarrollo. En esta etapa el viento alcanza 30 m/s a una distancia de
300 m del centro. Para saber si la fuerza de Coriolis puede ser despreciada
se establece la relacién entre fuerzas:

2
VIR _V o= gy,

v fR
lo cual produjo un nimero de Rossby grande, por tanto la fuerza de Corio-
lis puede despreciarse al calcular el balance de fuerzas. La mayoria de los
tornados observados en latitudes medias giran en contra de las manecillas
del reloj. Sin embargo, en otros torbellinos menores, no se ha notado una
preferencia por el sentido de la circulacién, habiendo sido observados tor-
bellinos que giran tanto en contra como en el sentido de las manecillas del
reloj.

6.2. Variacion del viento geostrofico con la altura.
Viento térmico

Hasta el momento se ha analizado el comportamiento del viento geostréfico
en un nivel dado; la superficie de 850hPa, por ejemplo. Tratemos ahora de
entender como se comporta el viento geostrofico en los diferentes niveles de
la atmésfera. jPuede el viento geostréfico permanecer constante en altura?
La respuesta a este interrogante se dara al final de este capitulo. El cambio
del viento con la altura estd asociado, como es de esperar, al valor en cada
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nivel del gradiente horizontal de presién. Sin embargo, el cambio del viento
con la altura también estd estrechamente ligado al cambio horizontal de la
temperatura.

Considere dos puntos a y b sobre la superficie de la tierra a la misma pre-
sién P,(z1) = Py(21) y con temperaturas T,(z1) v Tp(21), respectivamente.
Calcule la presién sobre esos puntos en diferentes niveles de la atmosfera
usando la relacién de estédtica (3.9):

Po

p prm
Inicialmente suponga que las temperaturas en la superficie de la Tierra son
iguales, T, (21) = Tp(21) como se representa en la figura 6.4(a). En este caso
la férmula (6.13) arroja el mismo resultado para ambos puntos en un mismo
nivel. Esto significa que, a una altura z, la presién sobre los puntos a y b es
igual y ambos puntos se encuentran sobre una misma superficie isobarica.
A la altura z, los dos puntos P,(z) y Py(z) siempre se encontrardn sobre
una misma superficie isobdrica. Estas superficies, representadas en la figura
6.4(a) con lineas continuas, son paralelas al plano del horizonte y, como no
existe gradiente de presién, el viento

V4 V4

P@)___ P2 P2 Pf2)

- =)

i
A,

//

P (z)_Pz)__ z=1| P(z) Pfz
| |
Ta(z()) =T, (Z()) T,(z) < T,(z)

(a) (b)

Figura 6.4. Cuando las temperaturas en superficie son iguales, las isobaras son

paralelas al plano del horizonte y el viento geostréfico es cero en todos los niveles.

b). Para temperaturas en superficie diferentes, las isobaras se inclinan respecto al

plano del horizonte, el viento geostréfico es diferente de cero y aumenta con la
altura.

geostréfico es cero. jQué sucede cuando las temperaturas T, y T, son di-
ferentes? (Por ejemplo T, < T}, como en el caso de la figura 6.4(b)). De
acuerdo a la ecuacion (6.13), la presién en el punto b (aire mas caliente) es
mayor que en el punto a (aire mas fl"fO). (En general, como se anoté en el capitulo
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3, la presién sobre el aire frio cae méas riapido que sobre el aire mas caliente). De aqul' se
desprende que, a una misma altura z, la presién en el punto P,(z1) es me-
nor que en el punto Py(z1), y ambos puntos ya no pueden encontrarse mas
sobre una misma superficie isobdrica. En este caso, existe un gradiente ho-
rizontal de presién y, como es légico, el viento geostréfico es diferente de
cero. A medida que ascendemos, la diferencia de presion entre los puntos a
v b es cada vez mayor, en consecuencia, la intensidad del viento geostrofico
aumenta con la altura. Las isobaras en este caso se inclinan con relacion
al plano del horizonte. Esto muestra que el cambio del viento geostroéfico
con la altura esta estrechamente ligado al el comportamiento del gradiente
horizontal de temperatura. Esta discusién lleva a un concepto més amplio,
llamado viento térmico, el cual se deriva a continuacion.

Las expresiones basicas que se utilizardan son la ecuacién de estatica en
coordenadas isobdricas (4.43) escrita en la forma

0®  RT
— = 6.14
o ) (6.14)

y las ecuaciones del viento geostrofico en coordenadas isobaricas, obtenidas
al despreciar el término inercial en las ecuaciones (4.35) y (4.36):

1 09
1 09

Derivando la ecuacién (6.15) con respecto a la presién y aplicando (6.14),

Ovg 1 8(8(1)) 1 8(8@) 1 8( RT):_R((?T)p

op  f op\ox f ox\op fox\ p pf \ oz
o0 también
Ovg _ Ovy R (OT
Pop = omp f(ax)p

Integrando esta ecuacion,
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Cambiando la temperatura T por la temperatura media de la capa, el gra-
diente de temperatura puede sacarse de la expresion dentro de la integral.
Entonces,

vg(p1) — vg(po) = I; ng Po _ . (6.17)

Operando de manera similar sobre la expresion (6.16) se obtiene la ecuacién

R 0T
ug(p1) — ug(po) = _78741 z? ur. (6.18)

En las expresiones (6.17) y (6.18), ur y vr se llaman las componentes zonal
y meridional del wviento térmico, respectivamente. Es facil probar que, en
lugar de estas dos tultimas ecuaciones, se puede escribir una sola ecuacién
vectorial.

—

Vi = Vy(p1) — Vy(po) = — (k x VT) In 22, (6.19)

A la ecuacién (6.19) se le conoce con el nombre de viento térmico. De acuer-
do con esta ecuacién y la figura 6.5(a), el viento térmico sopla paralelo a
las isotermas dejando las bajas temperaturas a la izquierda (en el hemisfe-
rio norte). En otras palabras, el viento térmico fluye de manera similar al

viento geostroéfico.
% \7g1 /

TLTL T TaT,

i [~

(a) (b)

Nivel 1

\ 4

Figura 6.5. (a) Orientacién del viento térmico dejando las bajas temperaturas a
la izquierda en el hemisferio norte, (b) Giro del viento geostroéfico con la altura,
debido a la accién del viento térmico.
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El viento térmico puede calcularse usando la diferencia de geopotencial en
dos niveles. En efecto, integrando la ecuacién (6.14), se obtiene

o) Po T

/dCD - —R/—dp; —~ Oy — By = Rln(@)i
p P1

31 P1

donde T es la temperatura media de la capa. Aplicando el operador nabla a

1 -
ambos lados de esta tltima expresién y multiplicando por — (kx), es facil

!
verificar que se obtiene la expresién
. 1 - -
Vpr = Tk X V(‘I)l — q)o). (6.20)

Para regiones cercanas al ecuador, tanto la expresién (6.19) como la ex-
presién (6.20) no son aplicables, ya que en ellas aparece la divisién por el
parametro de Coriolis f.

Otra conclusién importante puede obtenerse analizando la componente me-
ridional del viento térmico (6.18). En latitudes medias, el flujo predomi-
nante es del oeste, quedando las bajas temperaturas a la izquierda (figura
6.5(a)). En consecuencia, a medida que se avanza desde el ecuador hacia el
polo (en el sentido positivo del eje Oy), 9T /Ay es negativo y el término en el
lado derecho de (6.18) se torna positivo. Esto significa que la diferencia en-
tre los dos términos que componen el lado derecho de esta misma ecuacion
es positiva y, por tanto, el viento geostréfico aumenta con la altura.

Esta conclusién se apoya en por los mapas medios de viento zonal, como se
observa en la figura 6.6, tomada de Krishnamurti (1979). En esta figura, el
valor maximo observado a una altura de 200 hPa y en la latitud de 30° N
coincide con la posicién de la corriente en chorro.

En latitudes medias, el viento térmico puede aplicarse para intuir adveccién
de frio o de calor en un punto dado de acuerdo con giro del viento en altura.
Por ejemplo, si el viento gira con la altura en contra de las agujas del reloj,
la adveccién es de frio. Esto puede deducirse observando la figura 6.5(b): el
viento en el nivel 1, V1, es la suma del viento geostréfico en el nivel 0, vy,
mas el viento térmico medio de la capa comprendida entre los niveles cero
y uno V. Como resultado de esa suma, entre los niveles 0 y 1, el viento
giré en contra de las manecillas del reloj (a la izquierda), que corresponde
a adveccién de frio.

La ecuacién del viento térmico, una herramienta de diagnostico extrema-
damente ttil, se emplea para chequeos de consistencia entre los campos
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Figura 6.6. Componente zonal media del viento en el hemisferio norte. Tomado de
Krishnamurti (1979).

observados de viento y temperatura. Esto se aplica al construir andlisis
objetivo de los campos meteorolégicos

Ahora se puede responder al interrogante formulado al comienzo de esta
seccion. En el capitulo 2 se afirmé que, en una atmésfera barotropica, las
isobaras y las isotermas son paralelas, es decir, las isotermas son definidas
por las isobaras. Esto significa que en una atmosfera barotrépica no pueden
existir gradientes horizontales de temperatura. En consecuencia, la ecuacién
(6.19) produce

Vy(p1) = V(po) = const.
Por tanto, en el caso particular de una atmdsfera barotrépica, el viento
geostréfico no cambia con la altura.

Ejercicios.

1. Un tornado gira con una velocidad angular constante w. Muestre que
la presion en superficie en el centro del tornado esta dada por

2.2
—WwTry

donde Py es la presion de superficie a una distancia ry del centro, T
es la temperatura y R la constante de los gases. Siendo T = 288°
K, la presion = 1000 mb, a 100 m del centro, y la velocidad = 100
m/s también a 100 m del centro, jcual es la presién en el centro del
tornado?
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2. Calcule la velocidad del viento geostrdfico en m/s para un gradiente de
presién de 1 mb/100 km. y compare con todas las posibles velocidades
de viento de gradiente para el mismo gradiente de presion y radio de
curvatura = +500 km. Tome p = 1072 gm cm® y f = 1074571,

3. Determine el cociente maximo posible entre la velocidad del viento
de gradiente en el anticiclon y la velocidad del viento geostréfico para
el mismo gradiente de presion.

4. Las lineas de espesor 1000 — 500 mb son dibujadas a intervalos de 60
m. ;Cual es el intervalo de temperatura media aproximada?

5. La temperatura media en el nivel entre 750 y 500 mb decrece hacia
el este a 3° C/100 km. Si el viento geostréfico en 750 mb es 20 m/s
de direccion sudeste jcual es la velocidad y la direccion del viento
geostroéfico en 500 mb?

6. ;Cual es la adveccion de temperatura media en la capa 750 — 500 mb
del problema 57
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Imagen tomada de http:// www.srh.noaa.gov/jetstream/synoptic/clouds.htm
Cortesia de la NOAA.

En el capitulo anterior se analizaron algunos casos en los cuales el
movimiento en la atmésfera estd confinado a un plano horizontal.
Esta propiedad de ”horizontalidad”del movimiento, como en
el caso del viento geostréfico, estd evidentemente marcada en
latitudes extratropicales donde, como se senala en la introduc-
cion, los gradientes de temperatura son significativos. En latitudes

102
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bajas,las diferencias horizontales de temperatura son débiles y el
estado del tiempo frecuentemente estd asociado a la formacién de
movimientos convectivos o verticales. Por este motivo, es convenien-
te analizar las relaciones que caracterizan el desarrollo de este tipo
de movimiento. Las relaciones que sirven para diagnosticar el movi-
miento vertical y la conveccién pueden ser de tipo dinamico, como la
velocidad vertical, la divergencia y la conservacién de la vorticidad
potencial, o que consideran la estructura térmica de la atmodsfe-
ra, como la estabilidad estatica y la energia de inestabilidad. Otros
métodos mas perfeccionados, dirigidos a determinar la conveccién
atmosférica, son el modelo de chorro estacionario y los modelos de
nubes. Algunos de estos métodos se examinardn en este capitulo.
Los temas de este capitulo pueden ser consultados en Krishnamurti
(1998), Holton(1992), Haltiner and Williams (1979).

7.1. Movimiento vertical

Al analizar el movimiento vertical es conveniente diferenciar la velocidad
vertical asociada al levantamiento lento de masas de aire en mesoescala o
escala mayor y la velocidad vertical desarrollada por movimientos convec-
tivos relativamente rapidos. La primera es del orden de centimetros por
segundo y sera analizada en el presente capitulo; la segunda es de 4 a 8
m/s. En casos aislados de tormentas severas, puede alcanzar hasta 15, 18
m/s y mas. Este tipo de movimiento sera analizado mas adelante. El cdlculo
de la velocidad vertical es una de las tareas mas dificiles de realizar. Esto
se debe a que, por un lado, como fue anotado en el capitulo 5, la diver-
gencia horizontal es de un orden de magnitud inferior a cada uno de los
demas términos y por el otro, debido a errores en las observaciones. Por
este motivo, se ha sugerido diferentes métodos para el cédlculo de la velo-
cidad vertical. Basicamente existen cuatro métodos: el método cinematico,
el adiabatico, el de la ecuacién de vorticidad y el de la ecuacion omega.
El primero es el mas inexacto de los cuatro; los dos siguientes utilizan las
ecuaciones de la termodindamica y la de vorticidad, respectivamente; y el
ultimo considera ambos factores.

7.1.1. Meétodo cinematico para el calculo de la velocidad
vertical

En este método la velocidad vertical se obtiene integrando la ecuacién de
continuidad. En efecto, integrando la ecuacion (4.40) desde un nivel de refe-
rencia ps hasta un nivel p, se obtiene7 (nétese que se eligié la ecuacién de continuidad
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escrita en coordenadas isobdaricas por no contener el parametro densidad. Esta aproximacién solo

es valida en el caso de equilibrio hidrostético)

wlp) =wlp) ~ [(F-7),dn, (1)

Ps

donde el subindice p indica que la divergencia se toma sobre una superficie
isobarica. La manera de aplicar esta féormula es la siguiente: supongamos
que existen n+ 1 niveles, como los representados en la figura 7.1(b), que en
el primer nivel p; la velocidad vertical es cero y que se conoce la divergencia
media entre ese nivel y el nivel 1. Entonces, la velocidad vertical para el
nivel 1 se calcula como

Ps

wipr) =0~ /(5 V), dp,

P1

De esta misma manera se calcula la velocidad en el nivel 2:
P2
w(p2) = w(p1) — /(ﬁ V),.1dp,

P1

y asi sucesivamente hasta llegar al nivel n. Veamos ahora como se calcula
la divergencia

=4
Oxr Oy

Suponga que se conoce los valores de u y v en los puntos de una grilla,

obtenidos por algin método de anélisis objetivo. Entonces, para calcular la

divergencia se puede utilizar la representacion en diferencias finitas

De acuerdo con la figura 7.1(a), la divergencia en el punto (zg,yo) puede
calcularse con ayuda de la siguiente féormula, que utiliza diferencias finitas
de forma centrada:

oz oy 210

N vzo, (y + 6y)| — vlxo, (v — 6y)]
20y ’

ou n ov u[(zo + 6x),y0] — ul(xo — 6z), yo]

(7.2)

Esta formula se aplica en todas las superficies isobaricas consideradas. La
divergencia media se consigue tomando el valor medio entre dos capas con-
secutivas. Por supuesto, cuanto mas fina sea la capa considerada maés exacto
serd el valor de la integral.
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VI[Xs(yst3y)] P,
P,
° X() y(l e e____.
U[(XU-SX)’ YO] U[(Xo+6x), YU]
P3
" P
VX (¥5-8y)] p,=p.=1000 hPa

(a) (b)

Figura 7.1. (a) Representacién en diferencias finitas, para el calculo de la diver-
gencia en el punto xg, yo, (b) Representacién esquemadtica para el célculo de la
velocidad vertical.

A pesar de que la divergencia en (7.1) se calcula por métodos atin mds
sofisticados que el expuesto por la férmula (7.2) y que la integral en la
parte derecha de (7.1) se toma por un método también suficientemente
perfeccionado, el valor de la velocidad vertical calculado con ayuda de (7.1)
no es muy exacto. Esto se puede probar integrando la divergencia por toda
la profundidad de la capa (o sea la troposfera). Como es de esperar, de
acuerdo con la ecuacién de continuidad, el resultado obtenido debe ser

Cero.
0

/(gz + g;)dp —0 (7.3)

ps

Cuanto mas se aparte de cero el valor obtenido en (7.3) mayor es el error
cometido en el calculo de la velocidad vertical. Una manera de mejorar el
célculo es suponer que el error cometido en (7.1) es proporcional al valor
absoluto de la divergencia (Krisnhamurti, 1998) y calcular un valor ajustado
de la siguiente forma:

—

\A% :€.Vn+e‘ﬁ17n

, (7.4)

donde los subindices a y n indican valores de la divergencia ajustado y no
ajustado, respectivamente. El parametro € se calcula teniendo en cuenta

que
0

/ﬁ V
Ps

dp =10 (7.5)
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Se obtiene el coeficiente de proporcionalidad e integrando (7.4) desde ps
hasta 0 y teniendo en cuenta (7.5),

0 — —
SV - Vadp
e= -2 (7.6)
f\ﬁ -V,
Ps

Sustituyendo este valor en (7.1), se obtiene la suficiente expresién para el
céalculo de la velocidad vertical en el nivel p

0 — —
p J V- Vydp
o) =)~ ({905 [7.7,
Po f‘V-Vn‘dp
pS

}dp (7.7)

Un problema computacional que se presenta al hacer el cdlculo por la férmu-
la (7.7) es que si en todos los niveles la divergencia es del mismo signo, la
parte derecha de (7.7) da como resultado cero. Algo similar sucederfa en el
supuesto caso de que todos los valores de la divergencia fueran negativos.
En este caso, el valor ajustado de la divergencia seria dos veces el valor no
ajustado.

7.1.2. Método adiabatico

Este método se basa en el uso de la ecuacion (4.42). En efecto, para el caso
adiabatico y en el plano xy, esta ecuacién se escribe
oT oT 8T>

w:pcp(—Jru—Jr’U—

ot ox Oy (78)

Al usar esta ecuacién, la dificultad estd en el calculo del cambio local de la
temperatura y en el cumplimiento de la hipétesis de adiabaticidad.

7.2. Estabilidad estatica en la atmodsfera

La estabilidad estatica o método de la parcela es una de las relaciones que
considera la estructura térmica de la atmosfera. La otra es el concepto de
energia de inestabilidad. Ambas relaciones son muy ttiles y se emplean
para diagnosticar los movimientos verticales o convectivos con fines de pre-
diccién local y en los modelos atmosféricos. Sin embargo, como se vera mas
adelante, ambos métodos tienen limitaciones.
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7.2.1. Meétodo de la parcela para una atmosfera sub-saturada

Al introducir este método es conveniente diferenciar su aplicaciéon para una
atmoésfera no saturada y para el caso de una atmosfera saturada. Imagine
una parcela de aire, por ejemplo un sistema cerrado, que asciende adiabati-
camente con densidad p, temperatura Ty presién p, diferentes a las del
medio circundante p, T y P, el cual permanece no perturbado y en esta-
do de equilibrio hidrostatico. (Este modelo sirve para la demostracién, aunque es muy
restringido y en cierta forma representa una ficcién al considerar la parcela como un sistema cerra-
do). La tercera ecuacién del movimiento para una particula que se desplaza
verticalmente se escribe como,
dw 1 9dp
dt — p 0z
El medio ambiente esta representado por la ecuacion de equilibrio hidrostati-
co,
o
92 —Pg-

Suponiendo que la presién dentro de la parcela se adapta instantdneamente

a la presién del medio ambiente, o sea 8—p = a—p, combinando las dos
z z

expresiones anteriores se obtiene

1 _
%} = —;(—ﬁg) —g:g(% - )
Usando la ecuacion de estado y utilizando de nuevo la aproximacién cuasi-
estatica (p = D),

dw g —

pra (T -1T). (7.9)
La ecuacién (7.9) indica que cuando la particula estd mds caliente que
el medio (T > T), experimenta una aceleraciéon positiva. En este caso la
atmosfera es inestable porque posibilita el desarrollo de movimientos verti-
cales. Al contrario, cuando la particula estd mas fria que el medio (T < T),
la atmosfera es estable y no facilita el desarrollo de movimientos convecti-
vos. Por tltimo, para el caso en que T = T, = dw/dt = 0, la atmésfera
es indiferente (neutra). La férmula (7.9) sirve de fundamento de uno de los
métodos mas sencillos para el prondstico de tormentas eléctricas y lluvias
convectivas en el trépico. Este método, también llamado método del indice
de Showalter, consiste en calcular la diferencia T — T, en el nivel de 500
Mb. Cuanto mas negativa sea esta diferencia mayor es la probabilidad de
aparicion de tormentas eléctricas y lluvias convectivas.
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Para derivar el criterio de estabilidad estdtica suponga que, para pequenos
desplazamientos, se puede representar la temperatura alrededor de un pun-
to a través de una serie de Taylor.

T(z0+ Az) =T(2) + fTTAz
z

T(zo+ Az) = T(20) + CCZTTAZ.
2

Se supone ademas, que en el punto inicial las temperaturas del medio y de
la particula coinciden, T'(zp) = T'(20). Entonces la ecuacién (7.9) se escribe
como

dw g (dT dT

— jiiiA.
at T \dz dz) &

Para un proceso adiabético, recordando las definiciones (4.19) y (4.22), esta
expresion puede escribirse

=L (- (7.10)
La ecuacién (7.10) indica que la condicién de estabilidad de la atmosfera
también puede expresarse a través del gradiente de la temperatura absoluta.
En otras palabras, si en la atmdsfera se establece un gradiente de tempe-
ratura mayor que el gradiente adiabdtico seco (gradiente de la parcela), la
atmoésfera es inestable; para un gradiente de temperatura en la atmosfera
menor que el adiabético seco, la atmosfera es estable. Combinando esta
expresién con la ecuacién (4.23), se obtiene

dw g db
-_— = = A . 7.11
dt g dz" (7.11)
do
El pardmetro N2 = N 7, © una medida de la estabilidad estdtica de la
z

atmosfera y se llama frecuencia de Brunt-Vaisala. (El nombre de frecuencia se

debe a que la ecuacién (7.11) también puede ser escrita en forma de una ecuacién oscilatoria,
d? .2 o A
ﬁ; = —N2A:z. Holton, 1992). De la ecuacién (7.11) puede escribirse el siguiente

criterio de estabilidad:

@ < 0 inestable

0z

% =0 neutro (7-12)
0z

@ > (0 estable

0z
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Para mostrar el uso de este concepto, recuerde que segin a la ecuacién de
la termodindmica (4.24) para un proceso adiab&tico; (o sea sin cambio de fase),
la temperatura potencial se conserva. Considere por ejemplo una parcela
que sube a partir del nivel 0 (figura 7.2) con la misma temperatura po-
tencial 0y, de 297.3° K, hasta el nivel de 2000 m. Al comparar este valor
con la temperatura potencial en este nivel, §; = 307° K, notamos que la
parcela estd mas fria que el medio circundante. En este caso se dice que la
atmosfera esta estratificada establemente en este trayecto. Asi mismo, para
este trayecto, el gradiente de la temperatura potencial es

29 61 —6o _ 3072973
dz  2000—0 2000 '

14000
12000 /
10000 —~
8000 el

6000 Pt

4000 //f

2000

O e
R

Temperatura potencial

m)

altura (

Figura 7.2. Perfil vertical de la temperatura potencial observada en Kingston el dia
21 de abril de 2005.

De acuerdo con la féormula (7.12) la estabilidad estatica de una parcela de
aire seco depende del gradiente vertical de la temperatura potencial. Esta
férmula también es vélida para una parcela himeda no saturada hasta el
nivel de condensacion. A partir de este nivel, el aire esta saturado y comien-
za a liberarse calor latente; por tanto, la parcela se calienta. Para tener en
cuenta este efecto, se puede considerar un nuevo concepto: la temperatura
potencial equivalente, o construir el gradiente pseudo-adiabético. Este sirve
para, mas adelante, implementar el método de energia de inestabilidad.
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7.2.2. Método de la parcela para una atmoésfera saturada

Considere ahora la aplicacién del método de la parcela arriba del nivel de
condensacion.

7.2.2.1. Temperatura potencial equivalente

La temperatura potencial equivalente . es la temperatura potencial que
una parcela de aire tendria si toda la humedad se condensara y el calor
latente liberado se utilizase para calentar la parcela. En otras palabras,
una parcela de aire alcanza su temperatura potencial equivalente si se ele-
va desde su origen hasta que todo el vapor de agua se condense y luego
desciende comprimiéndose adiabaticamente hasta una presién de 1000 mb.
Puesto que a partir del momento en el cual se inicia el descenso, la parcela
no contiene humedad ni tampoco libera mas calor latente, el descenso se
hace por la adiabatica seca; en consecuencia, la particula llega a su nivel
de origen con una temperatura mas alta que la inicial. La expresion para
la temperatura potencial equivalente se puede obtener a partir de la ecua-
cién de conservacién de la energia (4.24), suponiendo que la tnica fuente
de calor es la debida al cambio de fase. En este caso, dQ) = —L.dqs, donde
dgs es la relacion de mezcla de agua condensada y Le es el calor latente de
evaporacién. Haciendo estas sustituciones en (4.24), se obtiene

dlnt L. dgs
dt  cyTsa dt

(7.13)

donde Ty es la temperatura de saturacién de la parcela. esta ecuacién
puede escribirse en forma aproximada de la siguiente manera:

din6 = d(ch‘;) (7.14)

En este caso se ha supuesto que la tasa de cambio de g5 es mucho mayor
que la de Ty Integrando esta tltima expresion desde 6 hasta 0, y desde
qs hasta 0, se obtiene

( Legs )

O =0 -ererTsat/ (7.15)
De acuerdo a la férmula (7.15), la temperatura potencial equivalente es afec-
tada por el calentamiento debido la liberacién de calor latente, representada
por el término L.qs/C, por unidad de temperatura. Mas exactamente, la
temperatura potencial equivalente aumenta exponencialmente con este va-
lor. La férmula (7.15) también puede emplearse para el aire no saturado,
teniendo en cuenta que en este caso la férmula (7.15) se escribe como
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Lequ )

O.=0- e(CPTsat . (7.15a)
donde g, es la relacion de mezcla actual de la parcela en su estado inicial y
Tsqt es la temperatura de la parcela si es expandida adiabaticamente hasta
saturacién. En consecuencia, la temperatura potencial equivalente puede
emplearse para el aire saturado y para el no saturado. (Esto es importante.
De lo contrario, la utilidad de la temperatura potencial seria limitada). Es preciso anotar
que la temperatura potencial equivalente es conservativa. Esto significa que
durante el tiempo de ascenso de una parcela desde su estado inicial hasta
su estado final, su temperatura 6. permanece constante.

El criterio de estabilidad condicional' puede expresarse a través de la tem-
peratura potencial equivalente de la siguiente manera:

06, < 0 condicional inestable
0z
00,
=0 neutro (7.16)
0z
00,

> (0 absolutamente estable

0z

Se debe tener cuidado en la interpretacion de este criterio de estabilidad, ya
que como anota Holton (1992), si el aire estd subsaturado, una diferencia
en temperatura potencial equivalente entre dos niveles puede deberse a
diferencia en contenido de humedad (férmula (7.15a)) y no en temperatura,
lo que realmente causa inestabilidad, o flotabilidad.

7.3. Gradiente pseudo-adiabatico

Para derivar el gradiente pseudo-adiabatico considere la relacion de mezcla
de saturacién ¢, definida como

gs = 0.6225%
p

! Cuando la tasa de enfriamiento con la altura en la atmésfera es mayor que el gradien-
te adiabatico seco, pero menor que el gradiente adiabético himedo, el aire es condicio-
nalmente estable o inestable, dependiendo del contenido de humedad. Si el aire esta seco,
entonces es condicionalmente estable; si esta hiumedo o saturado, el aire es condicional-
mente inestable.
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donde e, es la tension de saturacion. Tomando el logaritmo de esta expresion
v luego diferenciando con respecto a la altura z, se obtiene

i%ildes 1 dp

qgs dz  es dz p dz’
Asi mismo, la ecuacion de Clausius—Klapeyron se escribe como

1 des L, dT

es dz  R,T2dz’

donde L, es el calor latente de evaporacién y R, es la constante de los gases
para el vapor de agua. Sustituyendo esta tltima ecuacién en la anterior,
multiplicando por ¢, y utilizando la ecuacion de estado y la de hidrostatica,

se obtiene
dgs  qsLe dT' gqs

&~ RIZdz R4 (7.17)
donde, R; es la constante de los gases para el aire seco, y R, para el
aire humedo. Esta ultima ecuacion indica que para conocer el cambio de
la relacién de mezcla con la altura es necesario definir como cambia la
temperatura con la altura dentro de una parcela de aire himedo saturado.
Para ello, se utiliza el primer principio de la termodindmica, escrito en la
forma (4.12). Suponiendo que la tnica fuente de calor se debe al cambio
de fase, o sea, dQ = —.dqs, donde, L. es el calor latente de evaporacién y
—dgs es el cambio de la relacion de mezcla de saturacion para el vapor de
agua durante el cambio de fase, esta ecuacion se escribe

T
—Ledgs = CpdT + g?dz,

donde, para escribir el ultimo término en la parte derecha de la ecuacion, se
utilizan las ecuaciones de hidrostética y de estado. (Debido a que el incremento
de masa de vapor de agua dgs durante el proceso de condensacién es negativo, el lado izquierdo
de esta ecuacién aparece con signo menos). Esta ultima ecuacién también se puede

escribir

dgg _ o dT T

dz  Pdz Y T’

Multiplicando (7.17) por —L, y colocando en ella la dltima expresién ob-
tenida, resulta

,Le

dT n T qng dT' gLeqs
& 9T TRI?d: Ry
Dividiendo entre C),, reagrupando términos y recordando la definicién de
gradiente adiabatico seco (4.19), se obtiene finalmente el gradiente pseudo-

Gy
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adiabatico Ypsq:

1+ Leqs

a  (+57)

— =7, = —Ypsa 7.18

dZ v ) + qus ’Yp ( )
C R, T?

7.3.1. Estabilidad condicional

De acuerdo con la férmula (7.10), una atmdsfera seca (también himeda, pe-
ro no saturada) es estdticamente estable si el gradiente de la particula v, es
mayor que el gradiente del medio circundante v (o, lo que es 1o mismo, la tempe-
ratura potencial crece con la altura). Cuando el gradiente en la atmoésfera se situa
entre el gradiente pseudo-adiabatico y el gradiente adiabatico seco, o sea,
Ypsa < ¥ < Ya, la atmosfera estd establemente estratificada con respecto
a un desplazamiento adiabatico seco, pero condicionalmente inestable con
respecto a un desplazamiento pseudo-adiabatico. En el emagrama, el as-
censo de la particula se construye con ayuda del gradiente adiabatico seco
hasta el nivel de condensacién; a partir de alli con ayuda del gradiente
pseudo-adiabatico.

7.4. Energia de inestabilidad

Como se muestra para determinadas condiciones en la atmésfera, se pue-
den desarrollar movimientos convectivos de origen térmico. Los criterios de
estabilidad contemplados, basados en la comparacién de los gradientes de
temperatura del medio y de la parcela, no son faciles de aplicar en muchos
casos para evaluar la intensidad de los movimientos verticales que se puedan
desarrollar. En parte esto se debe a que, segin la ecuacién (7.10) o (7.17),
tales criterios caracterizan el estado de la atmdsfera en una capa delga-
da (exceptuando el caso en que los gradientes verticales son constantes), mientras que en
la atmésfera se pueden desarrollar movimientos convectivos que alcanzan
grandes alturas. Ademads, tales criterios no tienen en cuenta la diferencia
inicial de temperatura entre la parcela y el medio ni son una medida cuanti-
tativa de la energia cinética de los movimientos convectivos, la cual parece
ser una caracterizacién mas adecuada para la conveccién. Para explorar
en este sentido, se analizard el método de la energia de inestabilidad. Una
manera de derivar esta relacion es la siguiente:

La energia de inestabilidad es el trabajo (por unidad de masa) realizado
al transportar verticalmente la parcela de aire por accién de la fuerza de
flotacién. De acuerdo con esta definicién y a la ecuacién (7.9), se puede



114 7. MOVIMIENTOS VERTICALES Y ESTABILIDAD ESTATICA

escribir p
dE = di;dz = % [T(2) - T(2)]d=. (7.19)
Es conveniente expresar el cambio d, en términos de cambio de la presién.

Segun la ecuacién de hidrostatica,
dp RJT
= ———_ap.
Py pg
Sustituyendo este valor en la expresion anterior, se obtiene

dE = —Rq[T(2) — T(z)]dInp.

Integrando esta ecuacion,
p
E=—Ry / [T(p) — T(p)]dInp. (7.20)
P0

La ventaja de usar esta caracteristica de estabilidad es que la integral en
(7.20) puede evaluarse en el emagrama como el area encerrada entre los per-
files de las temperaturas de la atmésfera y de la parcela, respectivamente.
Otra manera de derivar el criterio de energia de inestabilidad es integrando
directamente la ecuacién 7.19) por la variable z. En este caso (recuerde que
(dz/dt)dw = wdw),

2 ’ T-T
W 2 —
. /g(T)z (7.21)
Po

En esta ecuacion, la parte izquierda es energia cinética maxima por unidad

de masa, llamada con frecuencia energia potencial convectiva disponible, o

CAPE, (de las palabras en inglés Convective Available Potential Energy).

En las férmulas (7.20) y (7.21) no se tiene en cuenta el efecto de flotabili-

dad debido al vapor de agua. (El efecto de flotabilidad debido al vapgr de agua podria
1 dp

dw
considerarse escribiendo la tercera ecuaciéon de movimiento como x =—-— i g —g0.605q,,
p 0z

donde ¢, es la relacién de mezcla para el vapor de agua. Utilizando la aproximacion de estati-

d _ _
ca de manera similar, se obtiene w_ 9 (T =T — 0.605¢,T). Efectuando para esta férmula

dt T
P _
el procedimiento (7.18)-(7.19), se llega a E = Rq [ (T + 0.605¢,T — T). Note que, segin esta
Po

ecuacion, el efecto de flotabilidad del vapor de agua hace aumentar la energia de inestabilidad).

Una de las mayores limitaciones del método de la parcela es que esta se
considera un sistema cerrado, el cual no permite que parte del material
condensado se mezcle con el medio circundante, en especial el localizado
cerca de los bordes de la parcela. Alli, la temperatura disminuye y el conte-
nido de vapor aumenta debido a la evaporacién parcial del aire saturado al
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mezclarse con aire subsaturado proveniente de fuera de la nube. Este efecto,
conocido con el nombre de arrastre, se nota sobre todo cerca de los bordes
de la nube. Ademads, el ascenso de la parcela se frena un poco debido al
enfriamiento evaporativo y el peso del agua liquida formada. Estas limita-
ciones también son inherentes al método de la energia de inestabilidad. La
siguiente alternativa, en la jerarquia de métodos para diagnosticar la con-
veccidn atmosférica y calcular sus efectos, es utilizar un modelo de nubes
libre de esas restricciones mencionadas. El modelo més simple de nubes es
el de chorro estacionario.

7.5. Modelo de chorro estacionario

El efecto de arrastre se puede mostrar considerando un modelo simple de
nubes en forma de chorro estacionario. En los primeros modelos de nube
(Pruppacher & Klett,1997: 493), esta se simula en forma de una corriente
ascendente, chorro o pluma, donde el aire saturado entra por la base y sale
por el tope, y el aire subsaturado, o arrastre, entra por los costados (Figura
7.3)

Sea m masa (en gramos) de aire himedo y sea X,, una sustancia arbitraria
por unidad de masa. Con un subindice n se indicara el valor de la variable
dentro de la nube y con «a el valor asociado al arrastre. El modelo de chorro
estacionario se fundamenta en una relacién simple de balance: si mX,, es la
cantidad de sustancia que entra por la base del chorro, mX, es la cantidad
que entra por los costados por causa del arrastre y (m + dm)(X,, +dX,) la
cantidad de sustancia de nube que sale por el tope, entonces tiene lugar la
siguiente relacién de balance:

dX
(m+om)(X, +6X,) =mX, + omX, + (d—tn)Fm(St.
En esta ecuacién, el ultimo término de la derecha representa la existencia de
una fuente o sumidero de la sustancia X,, dentro del chorro. Despreciando
productos de cantidades infinitesimales y reagrupando términos,

moX, = <d;§n

)Fmét + 5m(Xa - Xn)

Dividiendo entre mdt

0X, (an>F 1 Om

dt _EE(X”_X“)'

ot
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(m+5m)(Xn+5 Xn)

Figura 7.3. Modelo de chorro estacionario.

Teniendo en cuenta que §t = §z/w, el dltimo término de la expresién ante-
rior, se puede reescribir

X, X, 1 Om
= —w— — (X, — X,).
ot < dt )F Ym 82( )
Finalmente, definiendo el arrastre como
1 dm
A= —— 7.22
m dz’ (7.22)
la expresion anterior se escribe
0X,, dXn
= —\w (X, — Xq). 2
ot (dt)F w(Xn = Xa) (7.23)

Suponiendo ahora que la sustancia considerada es la velocidad vertical,
despreciando el valor de ella fuera de la nube y escribiendo el primer término
en el lado derecho de (7.23) de acuerdo con la expresién (7.9), se obtiene

%" - g(¥) ~ o, (7.23a)
Es claro que cuando se tiene en cuenta el efecto del arrastre, la acelera-
cién vertical disminuye. Sustituyendo la variable X, por otras variables
como temperatura, relacién de mezcla, etc., se obtienen las ecuaciones para
las demas variables consideradas en este modelo unidimensional de nubes.
Algunas de las restricciones de este tipo de modelos es la dificultad en
la representacion del arrastre en funcién de las demas variables del modelo
(procedimiento que se conoce con el nombre de parametrizacién) y la impo-
sibilidad de representar, en este modelo simple, algunos efectos importantes
como la turbulencia la estructura microfisica y otros. Sin embargo, debido
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a su simplicidad, este tipo de modelos aun sirve de base para esquemas de
parametrizacion de la conveccién en modelos globales y regionales, como es
el caso del esquema de Arakawa y Schubert (1974), que se analizard en el
capitulo 16.
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Ejercicios.

Un radio sondeo en San Andrés arrojé los siguientes valores de presion,
altitud, temperatura y temperatura del punto de rocio respectivamente:

P(hPa) ALT(m) T(°C) T.P.Roc.

1013 1 26.6 23.3
984 254 22.8 21.8
891 1108 18.0 16.8
871 1301 16.6 10.6
850 1523 16.4 10.4
823 1796 15.4 9.4
794 2097 12.4 10.5
775 2299 11.0 9.2
747 2605 10.4 4.4

1. Calcule la temperatura potencial y la temperatura potencial equiva-
lente.

2. Calcule el indice de estabilidad estatica usando el gradiente de la
temperatura potencial y el de la temperatura potencial equivalente
entre los niveles de 984 y 700 hPa.
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La ecuacién de vorticidad,
sistema cuasi geostrofico y
primeros modelos de
prediccion meteorologica

Grupo de cientificos que implement6 el primer modelo de prediccion
meteoroldgica, frente al ordenador ENTAC. De izquierda a derecha: H.Wexler, J.
von Neumann, M. H. Frankel, J. Namias, J. C. Freeman, R. Fjortoft, F. W.
Reichelderfer, y J. G. Charney. Imagen tomada con autorizacién del Centro
Experimental para la Prediccién del Clima:
http://ecpc.ucsd.edu/general /pics/eniac-50.html
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Como se mencioné en el capitulo 2, los movimientos atmosféricos
se pueden explicar a través de tres leyes fundamentales: la ley de
conservacién de la cantidad de movimiento, la ley de conservacion
de la masa y la ley de conservacién de la energia. En aquella ocasién
se introdujeron las ecuaciones correspondientes a estas tres leyes
bésicas y desde entonces se han venido utilizando para explicar al-
gunos movimientos simples como el viento geostréfico, de gradiente,
la estabilidad estatica, etc. Realizando algunas manipulaciones y
simplificaciones en la relaciones basicas, es posible obtener algunas
ecuaciones transformadas como la ecuacién de vorticidad, el sistema
cuasi geostrofico, la ecuacién omega etc.

Algunas de estas nuevas ecuaciones, como por ejemplo el sistema
cuasi geostréfico pueden utilizarse para explicar la circulacion en la-
titudes medias (Holton, 1992). En el pasado, estas ecuaciones sirvie-
ron de base para la construccién de los primeros modelos atmosféri-
cos: el modelo barotrépico no divergente y el modelo baroclinico.
En este capitulo se discute la ecuacion de vorticidad, se intenta dar
una breve introduccién a los modelos mencionados y finalmente se
presentan algunos ejemplos de aplicacion de la vorticidad. Algunos
textos recomendados para consulta son Holton (1992), Bielov (1975),
Gandin & otros (1975), Hastenrath (1996).

8.1. La ecuacién de la vorticidad

En el segundo capitulo se examiné el concepto de vorticidad y su senti-
do fisico. De acuerdo con la férmula (2.23), la componente vertical de la
vorticidad, (, se escribe

_Ov Ou

C — aix - @. (8.1)

Para derivar la ecuacién de la vorticidad, se utilizardn las ecuaciones del
movimiento en el sistema de coordenadas z,y, z, (4.25) y se despreciard ini-
cialmente el efecto de las fuerzas de viscosidad turbulenta y la componente
vertical de la fuerza de Coriolis. Derivando la primera de ellas con relacién
a y la segunda con relacién a z, se escribe

Q[%+u@+v%+w% —fv= —i@}
Oy Lot Oz dy 0z n

g[@‘F @_f_ @_1_ @+f —_i@]
or Lot T “ox Uay Ya, TIUT p Oyl
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En detalle,

00u, 00w dudu 00w Do,
ot dy ordy Oy ox Oy dy Oy dy
0 Ju  Owdu of  ,ov 1 0 0dp 1 dpdp

waﬁiy + Oy 0z U@y dy  p 0xdy  p? Oyox

0 ov 0 ov  Oudv 0 ov  0Ovov

otor  “ozor owox  oyor ozoy
0 v Owdv ou 1 0 0p 1 OpOp

w@%—F%&—F dx  p Oz dy  p? Oz dy

Ahora se resta la primera ecuacién de la segunda, teniendo en cuenta la
definicién (8.1).

o000 e on o
ot "o Ty, TV T oyt

ow 0 ow o of ou 0 Op 0 Op 0

Reagrupando términos se obtiene la ecuacién de vorticidad:

9, du v of
aﬁ*‘((*‘f)(&*‘afy)‘l'vafy—
_(Qwov _Owduy 1 (OpIp OpOp
(8:1:8,2 8y8z> p? <8x8y Gyax) (8.2)

En el lado izquierdo, el primer término representa la tasa de cambio o
derivada sustancial de la vorticidad; el segundo término esta asociado a la
divergencia. En el lado derecho, los dos primeros términos representan la
produccion de vorticidad vertical asociados al efecto de inclinaciéon; los dos
ultimos se llaman términos solenoidales.

La produccién de vorticidad vertical y el efecto de inclinaciéon se puede
observar con ayuda de la figura 8.1.

En esta figura, la componente de la velocidad por el eje y, la cual aumenta
con la altura, dv/dz > 0, genera vorticidad por cizalladura alrededor de un
eje horizontal paralelo al eje x en el sentido de las agujas del reloj, o sea,
vorticidad anticiclénica. Por definicién, a la vorticidad anticiclénica se le
llama vorticidad negativa y, a la ciclénica, vorticidad positiva. Asi mismo,
la componente de la velocidad vertical w, la cual disminuye en el sentido
positivo de z (Qw/dz < 0), también genera vorticidad alrededor de un eje
paralelo a y. Es evidente que la vorticidad generada inicialmente alrededor
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del eje paralelo a x es inclinada por la acciéon de la vorticidad generada
posteriormente alrededor del eje paralelo a y. (Otra manera de explicar el efecto de
inclinacién es la siguiente: la adveccién vertical de diferente magnitud de la vorticidad alrededor
del eje ox hace inclinar el soleniode o tubo vorticial) . Ademés, de las dos desigualdades
anteriores se obtiene que (Jv/0z)(0w/dx) < 0, lo cual indica que los dos
primeros términos del lado derecho de (8.2) generan vorticidad positiva.

w
Wi X

Figura 8.1. Produccién de vorticidad por cizalladura y efecto de inclinacion.

8.1.1. Analisis de escala para la ecuacién de vorticidad

Teniendo en cuenta el cuadro 5.2 y, en algunos casos, los postulados 3-4
del capitulo 5 colocamos debajo de cada término de la ecuacion anterior su
correspondiente orden de magnitud:

Do du vy, 0f Owdu_
8t<+u5’:r+U8y+w82+(<+f)<8x+8y> Uay_(?y@z
107191071 1071 107 107? 10719 1071

dwan 1 (90 _9p0n)
Or 0z  p? \Ozxdy Oyox

10—11 10—11

Conservando solo los términos de orden 1070 y mayores, la ecuacién ante-
rior se escribe

0 ¢ ¢ Ju Ov of
E(C)+“%+U@+(g+f)(%+5y)+v@_0' (8.2a)
Teniendo en cuenta que el parametro de Coriolis depende solo de y, y por
€so
& _ 9 (8.3)

dt _”ay’
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esta ecuacion se escribe

0 7] 0 0 0
(c(;tr _. (Ca: ., (Ca; £ _ (<+f)<£+£)’ (8.4)
0, en forma resumida
d ou  Ov
G N+ (5 +5,) =0 (8.42)

El término (+ f recibe el nombre de vorticidad absoluta ( la vorticidad absoluta

es la suma de la vorticidad relativa méas la vorticidad planetaria f)

8.2. El sistema cuasi geostroéfico

El sistema cuasi geostréfico es un conjunto simplificado de las ecuaciones
de la dinamica de la atmdésfera. En este sistema, el movimiento horizon-
tal estd caracterizado por la ecuacion de vorticidad, pero la velocidad del
viento se representa como la suma de una componente geostréfica més una
desviacién ageostréfica, de acuerdo con la férmula (5.13). La tercera com-
ponente del movimiento es sustituida por la aproximacién hidrostatica y
la ecuacién de la termodindmica se toma en su forma adiabdtica. Ademds,
puesto que no se tienen en cuenta los efectos de la superficie terrestre, el
conjunto de ecuaciones solo es valido para la atmdsfera libre . Veamos como
se obtiene este sistema.

Sustituyendo en la ecuacién (8.4) la vorticidad relativa ¢ por la vorticidad
geostrofica (4 y la velocidad por sus componentes geostroficas, esta ecuacion
se escribe

06 | 3G+ )
ERA T

+ vy

(g + f) Ouq c%a)’ (8.5)

oy B _(f)( ox Jy

en donde ug, vy y (4 son determinados por las férmulas (5.8a), (5.8b) y
(5.17) respectivamente. El subindice a en la parte derecha de la ecuacién
indica que la divergencia solo puede ser debida a la componente ageostrofica
del modelo, ya que como se discutié en el capitulo 5, el flujo ageostréfico es
no divergente. Combinando la ecuacién (8.5) con la ecuacién de continuidad
(4.40) se obtiene

0 | 3G+ )
ER T

(¢ + f)
dy

ow
+ g = faip’ (8.6)

ecuacion que puede escribirse también como
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¢, L o= Ow
Bt = U ValG NI (8.6a)

Considere ahora la ecuacién de la termodindmica. Tomando por simplici-
dad la forma adiabética de la ecuacién (4.42) y usando la hipétesis cuasi-
geostroéfica, se escribe

o - P -
(@ + 0, V)T +wos = —w =0, (8.7)

Teniendo en cuenta la definicién del gradiente adiabatico seco (4.19), la
ecuacion de estado y la aproximacion hidrostética, los dos tltimos términos
se expresan como

w((lT - i) = w(—iai - E) — (=0 = (=) =

dp  cpp pg 0z  gp/  pg pg
R2T 2
RTg(% —Yw = —pr('va - 7w,
donde
R’T
CQ = (’Ya - ’Y)a
P

es un parametro de estabilidad estatica el cual puede ser considerado apro-
ximadamente constante (Bielov,1975). Entonces la ecuacién (8.7) se escribe

Jd . = c?
(& 4, VH)T =3 (8.8)

Al escribir la parte izquierda de esta ecuacién, se ha despreciado la compo-
nente ageostrofica del viento en comparacion con la geostréfica. La tercera
ecuacién por considerar es la ecuacién de estatica (4.43), la cual repetimos
a continuacion.

__po® (8.9)
R Op

Puesto que ug, vy y (4 se expresan a través del geopotencial ® con ayuda de
las férmulas (5.8a), (5.8b) y (5.17), no es dificil notar que el sistema de ecua-
ciones (8.6a), (8.8) y (8.9) es cerrado. Efectivamente, el sistema contiene
tres ecuaciones para determinar tres incégnitas: ®, w y T'. Estas ecuaciones
constituyen el sistema cuasigeostréfico en la suposicion de adiabaticidad,
valido para la atmésfera libre.
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8.2.1. Primeros modelos de prediccion meteoroldgica
8.2.1.1. Modelo geostroéfico barotrépico y no divergente

El primero y mas simple modelo de prediccion meteoroldgica se basa en el
uso de una sola ecuacién para la prediccién de una variable en un solo nivel.
La manera més simple de fundamentar este modelo es la siguiente: tome la
ecuacién de vorticidad (8.6). Para solucionar esta ecuacién en una capa de
la atmésfera, se deben considerar condiciones de frontera para las variables
dependientes ® y w en los limites inferior (la superficie de la Tierra) y superior
(cl tope de la atmésfera, por cjomplo). En el caso de w, se puede suponer que el
homologo de la velocidad vertical en coordenadas isobaricas sea igual a cero
tanto en el limite superior de la capa como en el inferior. Esta suposicion
es razonable y equivalente a decir que no hay penetracién del flujo hacia
afuera de la capa. Si en los limites la variable w es cero, entonces en algin
nivel de la capa esta variable alcanza su valor extremo, dw/dp = 0. Para
este nivel, llamado nivel no divergente, la ecuacién (8.6) se simplifica en

0 (g + I(¢g +
aig+ug (C%x f)—i—vg (C%y f):(), (8.10)
o también,
d
%(4 +f)=0. (8.11)

Esta es la ecuaciéon del modelo barotrépico no divergente. Ademaés de las
restricciones impuestas al sistema cuasigeostrofico, este modelo solo es vali-
do para una atmdsfera barotrépica (pardgrafo 2.3.3 del capitulo 2) ya que
en la derivacién de la ecuacién (8.6) no fue tenido en cuenta la variacién
horizontal de la densidad o de la temperatura.

8.2.1.2. Modelo baroclinico

La segunda generacion de modelos de prediccién meteoroldgica fue liberada
de la restriccion de barotropicidad. Es decir, son validos para una atmaosfera
baroclinica, involucran la ecuacién de vorticidad (8.6a), la ecuacién de la
termodindmica (8.9) y la ecuacién de estética (8.10). Este modelo también
se puede expresar a través de una unica ecuacién, mucho més compleja que
la ecuacién (8.10).
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Para derivar esta ecuacién se sustituye en (8.8) la variable T' con ayuda de
la ecuacién de estatica (8.9):

O _ o \NOP 2
O también,
2

ai(5) =0 ()~ o

Cambiando el orden de la diferenciacién en la parte izquierda e introdu-

. . 9P . :
ciendo la denotacion ¢ = —, esta expresién se escribe

ot

dq - 0D c?

9 _ 5. (7)_7_ 8.12
op M\ ap) T Y (8.12)
Expresando la vorticidad geostréfica de acuerdo con (5.17) y utilizando de
nuevo la denotacién anterior, la ecuacién (8.6a) se escribe

1

2. = O
V2 = —f7, vH(f

B} a
V204 f) + an—;w. (8.13)

Ahora se elimina w de las ecuaciones (8.12) y (8.13), multiplicando la ecua-
cién (8.12) por f2p?/c?, diferenciado con respecto a p y anadiendo el resul-
tado a (8.13). Entonces,

(3R

— [T, ﬁ(}lﬁ% +f) - aap<fz?259 : ﬁH(gi)) (8.14)

Esta ecuacién se conoce con el nombre de tendencia del geopotencial y
puede solucionarse numéricamente. Ademds, es posible obtener este mo-
delo para el caso diabatico, cuando la parte derecha de la ecuacion de la
termodindmica (4.27) es diferente de cero. Nétese que, una vez obtenido
numéricamente el valor de la variable q, el movimiento vertical puede diag-
nosticarse con ayuda de la expresién (8.12). No obstante, se puede obtener
una ecuacién diagnéstica para el movimiento vertical con ayuda de las ecua-
ciones (8.12) y (8.13), excluyendo esta vez no la variable w, sino la variable
q. A la ecuacién que se obtiene en este caso se conoce como ecuacion de
balance no lineal o ecuacion omega.
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8.3. Aplicaciones de la ecuacién de la vorticidad

8.3.1. Conservacion de la vorticidad potencial

La ecuacién (8.4a) sirve de base para deducir una ecuacién de gran utilidad
practica; la ecuacién de conservacion de la vorticidad potencial. Sustitu-
yendo la divergencia de acuerdo con la expresién (4.41), la férmula (8.4a)

se escribe
1 dop

d
a(C-Ff)—(C-Ff)%W—Q

Esta ecuacién también puede escribirse,

op i(gp"‘f)

S

t
(Para probarlo es suficiente aplicar a esta expresion la regla de derivacién en cadena (%) =
vu' —-uv’ )
V2 '

Finalmente, la expresién anterior se escribe

d(C+f) _

= = 0. (8.15)

dt  op

Esta ecuacion representa la conservacién de la vorticidad potencial.

8.3.1.1. Ciclogénesis al lado este de las Montanas Rocosas

La ecuacion de conservacion de la vorticidad potencial puede utilizarse para
explicar en parte el desarrollo de ciclogénesis al lado este de las Montanas
Rocosas. Considere un flujo del oeste, como se muestra en la figura 8.2,
sobre una montana orientada norte-sur, como las Montanas Rocosas en
Estados Unidos, inicialmente con vorticidad cero.

El aire cercano a la ladera es obligado a fluir paralelo a la superficie, mien-
tras que, a cierta altura, el flujo es mas horizontal. Por eso cuando una
columna de aire de masa M e incremento de presién |dp| asciende la mon-
tana, |0p| cae mientras que §M permanece constante. (La columna de aire |5p| se
achata verticalmente y se expande horizontalmente) . Ahora examine la ecuacién (8 15),
que se puede escribir como

Gt/

5 const = (p + f = dp - const.
P
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Linea de corriente

M

dp d)

Linea de|corriente

Superficie terrestre

Viento del oeste

Ynto del norte

dp

Figura 8.2. Representacion esquematica para explicar la ciclogénesis al lado este
de las montarfias rocosas, (Estados Unidos).

Cuando dp decrece, ¢, también decrece ya que f permanece constante. Esto
significa que la vorticidad toma un cardcter anticiclénico (si inicialmente es cero
y después decrece, entonces se torna nogativa) y el ﬂHjO comienza a aparecer de la
direcciéon norte a medida que se avanza hacia la cresta de la montana. Al
otro lado de la cresta (lado este), dp aumenta y f disminuye ya que el
viento, como se dijo antes, se torné del norte. Estos dos efectos llevan a que
la vorticidad adquiera un cardcter positivo y la columna se curve en sentido
ciclénico. Los andlisis muestran que los ciclones se forman a menudo en la
vaguada localizada en la pendiente oriental de estas montanas.

8.3.1.2. Costas Semiaridas en Venezuela y lluviosas
en Nicaragua

Si en las ecuaciones originales (4.25) se incluye la fuerza de friccién, la
ecuacién de vorticidad resultante sin términos solenoidales es

ox dy

(8.16)

Tcrnrrn(e 20y = (% Oy,

donde F,, F, las componentes de la fuerza de friccion por los ejes Ox y Oy,
respectivamente, pueden expresarse, de acuerdo con la férmula (3.4), como

0%u 9%v

FI:V@, Fy:Vi
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En estas expresiones v representa el coeficiente de viscosidad cinematica.
La ecuacién (8.16) puede utilizarse para analizar procesos en la capa limite
de la atmésfera. En los siguientes ejemplos se considera ademas un flujo
barotrépico, que posibilita eliminar el primer término en el lado izquierdo
y considerar solo un balance entre el segundo término de la izquierda y el
término de la derecha de (8.16). Suponga la existencia de un flujo del este
a lo largo de una zona costera orientada zonalmente en el hemisferio norte.
La componente de la fuerza de friccién dirigida de oeste a este disminuye en
direccién norte (csto se debe a que el flujo del este disminuye en direccién de los polos) y
la componente meridional F), de esta fuerza se hace cero (debido a la orientacién
del flujo). Teniendo en cuenta que la vorticidad absoluta es esencialmente
positiva en el hemisferio norte y negativa en el hemisferio sur, resulta un
signo positivo para la divergencia o sea subsidencia en los niveles bajos.
Esto permite explicar la arida costa norte venezolana. Consideremos ahora
un flujo orientado sobre una costa meridional, por ejemplo sobre la costa
este de Nicaragua, durante la época invernal con predominio de vorticidad
absoluta positiva. En este caso F}; es cero y Fy, disminuye hacia el este. Esto
da como resultado signo negativo en el lado derecho de (8.16), y en conse-
cuencia, signo también negativo para la divergencia en el lado izquierdo, o
sea, convergencia en los niveles bajos. Esto explica las abundantes lluvias
durante el invierno del hemisferio norte en la costa este nicaragiiense.
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Ecuaciones de la
hidrodinamica para una
atmosfera turbulenta

Fluido laminar (izquierda). Foto tomada sobre el rio Bogot4 el 20 de agosto de
2005. Fluido turbulento (derecha) sobre la quebrada La Marinilla, Antioquia (6
de agosto de 2005). Fotos tomadas por el autor de esta obra.

El fenémeno de la turbulencia es uno de los temas mas excitan-
tes, pero también una de las mayores dificultades de la meteorologia
dindmica y de la hidrodindmica en general. En este capitulo se intro-
duce esta teoria. Las ecuaciones para un fluido turbulento, también
llamadas de Reynolds, se derivan a partir de la ecuacion general de
balance. Las hipotesis de Prandtl para modelos de cerradura de pri-
mer orden se consideran en detalle. Como ejemplos de aplicacion de
esta teoria se ilustran la capa limite planetaria y, dentro de ella, la
subcapa superficial, temas examinados en el siguiente capitulo.
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Sobre este tema existe abundante literatura. Algunos de los textos
para consulta son Laixtman (1976), Stull (1991), Feagle and Bus-
singer (1980), Panosfski & Dutton (1984), Blackadar (1997).

9.1. Caracterizacion de la turbulencia

Aunque para la turbulencia no existe una definicion suficientemente univer-
sal, se puede intentar caracterizarla de varias maneras. Imagine un fluido
dentro de un canal, como el representado en la figura 9.1.

En la parte central del fluido (parte izquierda de la figura 9.1) no existe
gradiente de velocidad en direccién perpendicular al movimiento (las lineas
de corriente son iguales) y las particulas del fluido realizan movimientos
mas o menos ordenados. En este caso el fluido es susceptible de ser descrito
en todos sus detalles y es llamado laminar. En el fluido turbulento, por
ejemplo cerca de las orillas del canal, las particulas o remolinos turbulentos
realizan movimientos desordenados (cadticos) debido a la existencia de un
gradiente de velocidad en la direccién y. (parte derecha de la figura 9.1). En
este caso no se conocen las caracteristicas individuales de las particulas (ve-
locidades, posiciones etc.), y solo se puede obtener informacién estadistica
sobre ellas. Entonces se puede considerar que el fluido estd como compues-
to por un flujo medio, susceptible de ser descrito en su totalidad, y unas
fluctuaciones que solo pueden tratarse estadisticamente.

y

Flujo turbulento

Flujo laminar O >|<
_’

Figura 9.1. Flujo laminar (parte izquierda) y flujo turbulento (parte derecha).

La transformacién de un fluido laminar en turbulento, caracterizada por
O. Reynolds en 1883, puede observarse en la figura 9.2. En esta figura, la
turbulencia es generada por un disco circular insertado dentro del flujo.

Reynolds establecié el umbral de transiciéon del régimen laminar al tur-
bulento como la relacién entre las fuerzas inerciales y las viscosas, y lo
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verificd experimentalmente. A este valor se le conoce como nimero de Rey-
w?/L  ul
v

nolds

R 10000

Figura 9.2. Transicion de un fluido laminar a turbulento para diferentes
nimeros de Reynolds. Tomado de: http://www.chbmeng.ohio-state.edu/classes
/81508 /rsb/flupict.html
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Para valores grandes de R., cuando predominan las fuerzas de inercia, apa-
recen en el flujo fuertes heterogeneidades que dan origen a la turbulencia.
Por el contrario, para pequenos valores del niimero de Reynolds, las fuerzas
de viscosidad consiguen contrarrestar las heterogeneidades que aparecen,
debidas a la accién de las fuerzas inerciales.

Sobre la naturaleza estadistica de la turbulencia se puede juzgar en la figura
9.1, donde se muestra un registro temporal de la velocidad del viento.

Si se observa en detalle la figura 9.3 se pueden sacar las siguientes conclusio-
nes respecto a la velocidad el viento: 1. El viento varia en forma irregular,
lo cual lo diferencia de otros movimientos; por ejemplo, las ondas. 2. Se
puede visualizar un valor medio (20 nudos entre las 11 y las 11:30 horas y
30 nudos aproximadamente entre las 14:30 y las 17:30 horas. 3. El viento
varfa dentro de un rango mds o menos limitado (por ejemplo, cerca del
medio dia el rango es 7 nudos a lado y lado de la media y a las 15 horas el
mismo practicamente se duplica). El rango de variacién caracteriza la in-
tensidad de la turbulencia. Se puede usar la varianza o desviacién estandar
para caracterizar la intensidad de la turbulencia. 4. Parece haber una va-
riedad de escalas de tiempo superpuestas entre si. Esto se puede deducir
observando el tiempo transcurrido entre los picos pequenos, por ejemplo,
o entre los picos mas grandes, etc. Segin la hipétesis de Taylor, cada una
de estas variaciones estd asociada a torbellinos de diferentes tamanos, que
pueden tener escalas que van desde 30 hasta 3000 m en tamano. En otras
palabras, se tiene aqui una evidencia sobre la existencia del espectro de la
turbulencia. (espectro por tamano de torbellinos). A continuacién se deduce
las ecuaciones para la atmdésfera turbulenta.

9.2. Formulacién general de la ecuacién
de balance

Las ecuaciones de la dindmica de la atmdsfera pueden derivarse a partir
de una tnica ecuacién, la ecuacion de balance, cuya formulacién general, se
expone enseguida.

Considere una masa de aire en movimiento de densidad p. Sea a una mag-
nitud especifica por unidad de masa. Entonces, en la unidad de volumen,
la cantidad de substancia serd pa.

(observe las unidades — kg/m>.a/kg = a/m?, o sea, efectivamente sustancia por unidad de

volumen). El cambio en un punto fijo de esta sustancia por unidad de tiempo

serd %. En el volumen elemental dv, el cambio serd %dv y, en todo el
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Figura 9.3. Naturaleza estadistica de la turbulencia. Adaptado de Stull (1988).
http://www.zetnet.co.uk/sigs/weather/1995/dec95.htm

volumen v, serd [[[ % 9pa gy
v

Este cambio se debe: al flujo de sustancia ﬂ pat - fids, (capitulo 2, parrafo

S
2.24) a través de la superficie S que encierra el volumen V. (observe que para

_ 1 (kgm/s)

kg m/sm _ L
kg s kg sm?2

a = v, las unidades son —%
’ m3

} o sea, flujo de momento por unidad de masa,
lo que es concordante con el concepto de flujo y de la definicién de la sustancia a dada arriba)

y a la existencia de fuentes o sumideros dentro del volumen, [[[ IdV, en

o
donde I es la potencia de la fuente, o sea, substancia por unidad de masa
que aparece en la unidad de tiempo en la unidad de volumen, (a/m3s). Por
tanto, la condicion de balance para cualquier sustancia se puede escribir

o s 2P v = — [ painds + fJ) 1av

El signo menos en la parte derecha indica que a un cambio temporal positivo
corresponde un flujo en la direccién opuesta a la normal (la normal est4 orientada
por definicién hacia fuera de la superficie). Utilizando ahora el teorema de Gauss
(capitulo 2), la expresién anterior se puede escribir

1% 0y — - J puias + ] rav

Si la funcién dentro de la integral es continua y diferenciable, para un
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volumen arbitrario, también puede escribirse

apa ,
— + divpa? — I =0
ot
(En el caso en que interesan campos discontinuos, como frentes, etc, se debe conservar la repre-
sentacién integral). Esta tltima ecuacién se puede escribir
opa .
—— + divpa¥ =1 (9.1)
ot
A menudo se escribe esta formula usando la notacién introducida por Eins-
tein, o sea,
Opa  Opav;
82& 8[Ej

donde el segundo término de la parte izquierda involucra implicitamente
una sumatoria por el subindice j.

-y (9.2)

9.2.1. Método de Reynolds

Para derivar las ecuaciones de la dinamica para la atmésfera turbulenta, el
valor instantaneo de una variable a se representa como la suma de su valor
medio mds una desviacién a’, llamada también parte turbulenta:

a=a+ad.

Para obtener las ecuaciones promediadas, se emplearan las siguientes reglas
sugeridas por Osborne Reynolds:

a+b=a+b

da  Oa

dx; O

d=a—a=a—a=a—-a=0
a—b=a(b+V)=ab+ab =ab

ab= (@+da)(b+¥b)==ab+al. (9.3)

Estas expresiones son facilmente demostrables definiendo el valor medio
como

T
a(s) = % / als, £)dt (9.4)
=0
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donde T es el perfodo de promediacién. Es facil mostrar que el término a’2
se puede interpretar como varianza.

N—1 N—1
En efecto, por definicién 02 = & Y (a; —@)? = + > ai? = a’2. Ademds,
i=1 -
el término a’'b’ se puede interpretar como covarianza. En efecto,
N—1
7 1 11/ 17/
covar(a, b) Ng —b):Ng a;b; = a'ly’.
i=1

Considerando incompresible el aire para despreciar la fluctuacion de la den-
sidad, la ecuacién general de balance (9.2) se puede escribir
d[pa+d)] 0[p@i+vj)(a+d)]
ot N (91']'

+ I+ 1.

Utilizando las propiedades (9.3), se efectiia el proceso de promediacién y
se obtiene —
_ —— /
%:—M—%—I—T, (9.5)
ot Tj Ox;
donde se ha supuesto I’ = 0. En la ecuacién (9.5) aparece un término
adicional, que puede llamarse divergencia del flujo turbulento. Este término
describe el transporte de sustancia por torbellinos turbulentos. La ecuacién
(9.5) puede expandirse asi:

oa . Op, Opy 03 _ 8ﬁa’73+7
"ot Tt T %oz, Mo, ox;

De acuerdo con la ecuacion de continuidad, la suma de los términos segun-
do y tercero en la parte izquierda es igual a cero. Usando el concepto de
derivada total, esta ultima expresién se escribe

da pav.  _
yi— PN T (9.6)

pa - an

Esta ecuacién indica que el cambio sustancial de la magnitud escalar a es
equilibrado por la divergencia del flujo turbulento y las fuentes o sumideros.
Es facil verificar que el triple producto

a — 7,7‘, .
Eq = pa'v; (9.7)

tiene dimensiones de flujo. Para el caso del flujo de calor a = ¢, T’

— - kg Joule m Joule
[pav}] = [pe,Tv}] = m3 kg oK K; = s
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La expresion (9.7s) tiene tres componentes cuando a representa una mag-
nitud escalar como la temperatura, la humedad, etc., y nueve para el caso
a = vj, lo que la convierte en un tensor. Sin embargo, en la capa limite
atmosférica el transporte turbulento en la direccién z es mucho mayor que
en la direccién horizontal. Por eso se puede simplificar a (9.7) y re-escribirla
como

E, = pa'w'. (9.7a)
El flujo de calor para la temperatura potencial se define como
Ey, = Cypw'0. (9.8)

De manera similar se define el flujo de humedad. Para escribir el flujo de
momento se hace una simplificacién adicional que consiste en orientar el
flujo en la direccién del eje Ox. En este caso no hay componente del flujo
por el eje Oy y se tiene una sola componente del flujo horizontal, la cual se
escribe

E, = Tpr = pulw. (9.9)

El paso siguiente consiste en tratar de expresar el término turbulento en
funcién de las caracteristicas medias del flujo.

9.2.2. Relacién entre el flujo turbulento y el campo medio

Considere el caso particular cuando el campo medio es homogéneo en el
plano horizontal, por lo tanto, solo existe el gradiente vertical del campo
medio. Para relacionar el flujo turbulento con el campo medio se utilizan
algunas posiciones de la teoria de Prandtl: 1. Los torbellinos turbulentos
se desprenden del flujo medio y recorren un camino [, antes de mezclarse
completamente con el medio y desaparecer. 2. Las caracteristicas del tor-
bellino, el cual designamos por a’, coinciden con las del campo medio al
comienzo y al final del recorrido. Por eso el cambio en la caracteristica del
torbellino se puede escribir como

/

a =a(t,z—1,) —alt, z),

donde z — [, y z son las posiciones del torbellino al comienzo y al final del
recorrido respectivamente. Expandiendo la funcién a(t, z — [,) en serie de
Taylor en el intervalo z — [, y limitando la serie hasta términos en primer
grado, se obtiene

da

a(t,z—1,) =a(t,z) — lad
z
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Utilizando la definicién anterior se puede escribir
a = —lg—. (9.10)

Sustituyendo este valor en la definicién de flujo turbulento (9.7a), obtene-
mos,

— da
W = —plgw —. 9.11
pa'w’ = —plaw'— (9.11)
Denotando
k(t,z) = law', (9.12)
la expresion anterior se escribe como
da
pa'w' = —pK(t,z)—. 9.13
pa’w PE(t2) = (9.13)
Entonces la ecuacién general de balance (9.6), se puede escribir como

da 0 da

L2 K—) I. 9.14
Pt +Gz (p 0z + ( )

Para comodidad, aqui y en adelante todas las variables dependientes, con-

teniendo o no barra horizontal, indican valores medios.

Si quitamos la restriccién de que el flujo medio es horizontalmente ho-
mogéneo, en la parte derecha de estas dos tltimas ecuaciones deben apa-
recer otros términos que describen la propagacién de la turbulencia en la
direccién horizontal.

A partir de la ecuacion (9.14) es facil derivar las ecuaciones de la hidroter-
modindmica para la atmésfera turbulenta en el supuesto de que los flujos
turbulentos verticales son mucho mayores que los horizontales. Por ejemplo,
sustituyendo a = ¢,0, se obtiene la ecuacién de la termodinamica,

a1 0 (pK 09). (9.15)

& o TPy

Substituyendo en (9.14) a = v;, se obtiene la ecuacién de conservacién del
momento escrita como

d’Ui 0 8%
pE =92 (PKm

E)H, (9.16)

donde el ultimo término representa las fuentes, como gradiente de presion,
fuerza de Coriolis y fuerza de gravedad. Definiendo,

Jp
8931‘

I=- — pgél] + 2P(ijk — Qk”j)'
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Sustituyendo I en la expresién anterior y dividiendo la expresién entre p,

dv; — 10p
dt p@acZ

10 8’01'
géij — Q(ijk — Qkﬂj) + ;& (mea)a (917)

donde 6;; es el stmbolo de Kronecker (0;; = 0 para i # j y 0;; para i = j).

Los subindices 7, j, k son variables y toman valores desde 1 hasta 3. Ademas,
para la escritura del término de Coriolis se supone una trasposicion derecha
de indices. Esto significa que, por ejemplo, para escribir la primera ecuacién
de movimiento, i« = 1, j = 2, k = 3, v; = u y x; = x; Para la segunda
ecuacion ¢ = 2, j = 3, k =1, v; = v y x; = y. Finalmente, para escribir
la tercera ecuacién del movimiento, 1 =3, j =1, k=2, v, = wy z; = 2.
Ademas, de acuerdo al capitulo 4, 2 = 0, Qcos ¢, 2, = Qsen ¢.

A partir de (9.14) se puede obtener también la ecuacién para el cambio
con el tiempo de la concentraciéon de un contaminante. Haciendo a = Cj; y
colocando p dentro del diferencial,

dpCi _ 0pv'Cj
dt N aibj

+ I;.

Esta ecuacién es de mucha utilidad en estudios de dispersiéon de contami-
nantes. Por ltimo, la ecuacion de continuidad se obtiene haciendo a = C}
en (9.14), realizando una sumatoria por todos los gases del sistema, teniendo
en cuenta que Z Ci=1y Z I; = 0, y después de algunas manipulaciones,

es facil llegar a la expresmn

8p 0pv;
ot + ox;

=0 (9.18)

Como era de esperar, la ecuacion de continuidad no cambia debido a la
turbulencia. En las ecuaciones (9.15) y (9.17), K, y K,, se llaman coe-
ficiente de difusiéon térmica y de viscosidad turbulenta, respectivamente.
En forma genérica, estos coeficientes reciben el nombre de coeficientes de
transferencia turbulenta.

Las expresiones (9.15), (9.17) y (9.18) constituyen las ecuaciones promedia-
das de la hidrotermodindmica para la atmdsfera turbulenta, en el supuesto
de que la trasferencia turbulenta vertical es mucho mayor que la horizontal.
Son en total cinco ecuaciones: tres ecuaciones del movimiento, la ecuacién
de continuidad y la ecuacién de balance de energia. Incluyendo la ecuacién
de estado y la ecuacion para la temperatura potencial, se completa un total
de siete; ecuaciones para determinar ocho incégnitas: u, v, w, P,p, T, 0,y
k. En consecuencia, el sistema de ecuaciones no es cerrado.
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Recordando la derivacién de la ecuacién de balance (9.5), se observa que el
doble producto o covarianza aparecié como un resultado de la promediacién.
Si se promedia de nuevo la ecuacién (9.5), apareceran triples productos, y
asi sucesivamente. Esto significa que aplicando repetidamente el método de
Reynolds nunca se cerraré el sistema de ecuaciones. Esto constituye una
de las principales dificultades en el tratamiento de la turbulencia. Para
cerrar el sistema se debe recurrir a otras relaciones, o utilizar observaciones
empiricas. Un ejemplo de este procedimiento se mostrarda mas adelante en
el estudio de la capa limite.
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Capa limite planetaria

Andrei Nikolaevich Kolmogorov
(1903-1987)

Notable matematico ruso del siglo
XX. Sus trabajos sobre la turbulencia
sirvieron de base para el modelamiento de
la capa limite atmosférica 6 planetaria.

Imagen tomada de
http://www.opu2003.narod.ru/kolm.jpg
http://www.kolmogorov.com/Kolmogorov.html

En este capitulo se considera la solucion de Ekman para la capa
limite planetaria y la subcapa llamada capa superficial. Especial
énfasis se da a la aplicacién de la teoria de similaridad de Monin-
Obukhov para el cédlculo de los perfiles de viento y temperatura,
elementos basicos para la parametrizacién de los flujos superficiales
en los modelos atmosféricos. Entre los libros de consulta estan Stull
(1991), Feagle and Bussinger (1980), Panofski and Dutton (1984),
Garrat (1992), Aria (1988), Holton (1992).
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10.1. Caracteristicas generales

La capa limite planetaria, CLP, es la parte turbulenta de la troposfera
contigua al suelo. Es la capa donde la superficie terrestre influye en la
atmosfera a través del intercambio turbulento de momento, calor sensible,
calor latente y humedad.

Dentro de la CLP los contaminantes atmosféricos originados en la superficie
se encuentran bien mezclados. Al volar durante el dia, se puede observar una
capa homogéneamente sucia, la cual reduce la visibilidad a unos cuantos
kilémetros. Volando por encima de la CLP, la visibilidad aumenta ostensi-
blemente dejando observar montanas o nubes aisladas. Por esta razén a la
CLP también se le conoce con el nombre de capa de mezcla.

Una de las caracteristicas de la CLP es la profundidad o altura de la capa
de mezcla. En general, es mayor durante el dia dependiendo de la situacion
meteoroldgica, de la rugosidad del suelo y de otros factores. Los remolinos
turbulentos (parcelas de aire que poseen dimensién y tiempo de duracién
caracteristicas y se mueven en forma coherente y con identidad propia) se
generan principalmente en una subregion de la CLP: la capa superficial.
Esta subcapa ocupa aproximadamente el 10 % de la CLP y se caracteri-
za porque en ella los flujos turbulentos son mas fuertes que en el resto
de la capa limite, y alli se pueden considerar cuasiconstantes. Torbellinos
turbulentos de diferentes tamanos, que van desde unos pocos milimetros
hasta 2.000 metros y mas durante un dia soleado, son generados por los
flujos turbulentos y por la interaccién entre el viento y la rugosidad de la
superficie.

10.1.1. Estructura de la CPL

La estructura de la capa limite puede analizarse observando, por ejemplo,
los perfiles de la temperatura potencial y del campo del viento. El perfil de
la temperatura potencial se muestra en la figura 10.1(a) para una situacién
diurna y, en la figura 10.1(b), para una situacién nocturna.

Durante el dia predomina la generacién de turbulencia convectiva. En la
capa cercana al suelo (la capa superficial), la temperatura potencial de-
crece con la altura. Esta situaciéon de inestabilidad favorece la formacién
de remolinos turbulentos que luego se propagan por inercia en la siguiente
capa, donde la temperatura potencial es mas o menos constante. A esta
subcapa también se le llama capa residual o capa de mezcla. A diferencia
de la capa superficial, en esta capa es importante el efecto de Coriolis para
la generacién de cizalladura del viento. Al final de esta capa comienza una
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tercera zona donde la temperatura crece con la altura. A esta zona se le
conoce con el nombre de capa de inversion o de arrastre. En esta tultima, el
aire de la CLP se mezcla con el aire inmediatamente superior enfridndose
y favoreciendo con esto el movimiento descendente de vortices turbulentos.

Temmperatima
— potencial — Ternperatira
Vebcidad  Drirechifn _ Welofidad  Diimeceyd potenc il

0 | L | I N A
ns 1 300 330 285 a8 o5 10 270 300 285 290 K

(a) (b)

Figura 10.1. Perfiles diurno a) y nocturno b) de la temperatura potencial y del
viento. Tomado de Kaimal & Finnigan (1994).

En el perfil nocturno, la temperatura potencial aumenta con la altura en la
capa superficial. Este comportamiento, debido al enfriamiento radiativo, no
impide de manera alguna la formacién de turbulencia mecanica. Durante
la noche predomina la turbulencia mecénica generada principalmente por
la interaccién entre el viento y la rugosidad del suelo.

En el campo del viento, cerca al suelo, se observa un perfil logaritmico. En
la parte superior de la CLP se nota un crecimiento maximo conocido con el
nombre de corriente en chorro de bajo nivel. En el tope de la capa limite,
el viento tiende a su valor geostroéfico.

Para toda la CLP, pero valida principalmente para la capa residual, exis-
te una solucién para el campo de la velocidad conocida como espiral de
Ekman. En la capa superficial lo que realmente interesa es el calculo de
los flujos (y perfiles) turbulentos, por dos razones bésicas: 1. En los mo-
delos atmosféricos, estos flujos sirven para simular la interacciéon entre la
atmosfera y la superficie terrestre o el océano, y 2. Estos flujos determinan
la dispersién de los contaminantes y la calidad del aire en la biosfera.



144 10. CAPA LIMITE PLANETARIA

10.2. La solucién de Ekman para la capa residual

Para las componentes u y v la ecuacién (9.17) se reduce a expresiones
similares a (4.6).

du 1 9dp 0 ou
@& pan Ty
dv 1 0p d ov
ﬁ__pﬁy_fv—i_(?z "0z’

donde f es el parametro de Coriolis.

En el andlisis de escala realizado en el capitulo 5 se observa que para la
atmoésfera libre, en las ecuaciones el movimiento, los términos gradiente
de presiéon y fuerza de Coriolis sobresalen por su magnitud formando la
aproximacién llamada balance geostrdfico. En la capa limite es necesario
incluir el término friccién dentro de este balance. Despreciando entonces
la aceleracion inercial y haciendo uso de la aproximacién geostréfica, las
ecuaciones anteriores se pueden escribir como

32

ka—; +f(v—vy) =0 (10.1)
82

k’a—; — f(u—uy) =0. (10.2)

Este sistema de ecuaciones se resuelve para las siguientes condiciones de
contorno:

Paraz=0,u=v=0
Para z = H, u — ug, v — vy.
Para resolver el sistema de ecuaciones (10.1) (10.2) se multiplica (10.2) por

i =+/—1y el resultado se suma a (10.1). En esta forma obtenemos,

LY

2.5 —
L pie o (103)
donde
® = u+iv — uy — ivy, (10.4)
f
P
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[En forma detallada, (10.3) se obtiene de la siguiente manera:
2

k‘%(u +iv) + fv — fvg — fiu+ fiug = 0. Sacando factor comain, if,
2
2

0
k@(u +iv) +if(v/i —vg/i —u+uy) = 0. Multiplicando y dividien-
do por i los dos primeros términos dentro del paréntesis, se obtiene

kﬁ(u +1v) + i f(—iv 4+ ivg — u + uy) = 0, lo cual se puede escribir
2
2

0 . ) .
k@(u—l—w) —if(u+vi—ivg—uy) =0]
Para el caso de la funcién (10.4), las condiciones de contorno se redefinen

asi:
Para z =0, ® = —uy —ivy: Paraz=H, ®=0. (10.5)

La solucién de la ecuacién (10.3) es de la forma
o= Olea(i+1)z + 026(i+1)z

Con ayuda de esta expresion y las condiciones de contorno (10.5) hallamos
Cy1 =0, Cy = —uy — ivy. Entonces la solucién del problema es

u—+vi = (ug + ivg)[1 — e~ (it 1az]

Utilizando la férmula de Euler, separando las partes real e imaginaria y
colocando el eje Oz en la direccién de la componente geostréfica ug, la
solucién se escribe

—LLZ(

u=1uy —e “*(ugcosaz+ vgsen az)

_ —az
v =1vy —e “*(vgcosaz+ ugsen az).
Haciendo coincidir el eje Ox con la direccién del viento geostréfico, v, =

0. En este caso se obtiene una versiéon simplificada de las dos ecuaciones
anteriores:

u=1ug(l —e **cosaz)
v =uge ““sen az). (10.6)
o también,
v/ug— = e ““sen az. (10.6a)
La estructura de la solucién de (10.6a) se muestra en la figura 10.2.

En esta figura, las divisiones sobre el eje Ox corresponden a los valores
u/uq y las divisiones sobre el eje Oy, a los valores v/v,. Los puntos sobre la
curva corresponden a los pares de valores obtenidos al calcular las partes
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derechas de (10.6a), respectivamente, y para valores crecientes de az. Al
unir los puntos sobre la curva con el origen de coordenadas se obtiene
el vector posicion, lo que también se conoce como hoddgrafo del viento.
Entonces, en la capa limite, el viento gira con la altura hacia la derecha en
el hemisferio norte.

/2

2m/3

Figura 10.2. Espiral de Ekman. Adaptado de Holton (1992).

Para z = m/a = H (férmula 10.6), el viento es paralelo al viento geostréfico,
aunque un poco mayor en magnitud. A este nivel se le llama altura de la
capa de mezcla. Sustituyendo el valor de a definido arriba, la altura de la
capa de mezcla se expresa como,

En la practica, este valor difiere del observado realmente, debido a que
se asumié k = const. Ademads, este valor es mds valido en situaciones en
que predomina la generaciéon de turbulencia mecénica que en situaciones
de predominio de turbulencia convectiva.

La estructura del viento observado realmente difiere un poco de la presen-
tada en la figura 10.2 debido a la suposicion del coeficiente de turbulencia
constante ( Holton, 1992). Por tltimo, en la figura 10.3, se muestra el balan-
ce de fuerzas en la capa limite. En el hemisferio norte la fuerza de Coriolis,
situada a la derecha del viento, més la fuerza de friccién deben equilibrar el
gradiente de presion. En consecuencia, en la capa limite, el viento no sopla
por las isobaras, como se afirmé en el capitulo 6, sino que forma un angulo
con la direccion de las isobaras. Este angulo aumenta con el incremento de
la turbulencia.
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Figura 10.3. Balance de fuerzas dentro de la capa limite y orientacién del viento.
10.3. La capa superficial

Como se afirmé, la capa adyacente se caracteriza porque en ella los flujos se
consideran cuasiconstantes, lo que se puede intuir con ayuda de conclusiones
derivadas del capitulo 5 y del anélisis de escala para la capa limite (Holton,
1992). De acuerdo con este andlisis, la divergencia del flujo turbulento debe
ser del mismo orden de magnitud que el gradiente de presién o la fuerza de
Coriolis (1072 m/s?). Esto se puede escribir como
%W <107?

Para una altura de §z = 10 m, §u/w’ < (107362) < 1072, Ademds, medicio-
nes realizadas en latitudes medias muestran que el flujo turbulento cercano
al suelo es del orden de v/w’ ~ 0.1 m? /s?. Esto significa que la variacién
del flujo cerca al suelo es de un orden de magnitud inferior al flujo mismo.

La extension de la capa superficial puede fluctuar entre 10 m durante la
noche y 100 m durante el dia. En esta capa tiene lugar el desarrollo de los
seres vivos y la actividad humana en general. Para derivar las relaciones
que gobiernan la capa superficial, se utiliza el método energético (Feagle
and Businger, 1980). Con ayuda de este método se deducirdn las principales
relaciones de la teoria de similaridad de Monin-Obukhov.

Se supone como se menciond, que existe un campo horizontalmente ho-
mogéneo. Entonces, aplicando el resultado (9.13) de la teorfa de Prandtl,
los flujos de calor (9.8) y de momento (9.9) se reescriben de la siguiente
manera,

06
Ey = —POpKh%a (10.7)
du
Ep = —pKpn—. 10.
PEim 5 (10.8)

De acuerdo con la escritura de esta ecuacién y la ecuacién (9.13), el flujo de
momento estd dirigido hacia abajo (observe el signo menos). En superficie, este
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flujo descendente origina una tensién o fuerza por unidad de drea 7 que
actia sobre el volumen unitario de aire en la direcciéon positiva 0z. Por eso,
sustituyendo en la parte izquierda de (10.8) el flujo E,, por la tensién en
superficie 75 y eliminando el signo menos en la parte derecha, esta expresion
se escribe

ou
0z’
la cual llevard mas adelante al concepto de velocidad de friccion. Asi mismo,
se introduce un cuarto flujo llamado flujo de flotacion:

Ts = pKp, (10.8a)

By = —pcpr(aa—i“), (10.9)

En donde 6, es la temperatura potencial virtual.

10.3.1. Transferencia turbulenta en una atmadsfera neutral

En el caso de una atmoésfera estratificada neutralmente, solo existe turbu-
lencia mecanica originada por el gradiente de la velocidad perpendicular al
flujo.

Considere un flujo horizontal de aire cuya velocidad aumenta con la altura,
como el representado en la figura 9.1, pero donde el que el eje Oy ha sido
sustituido por el eje 0z. Ademds, imagine una superficie horizontal dentro
de eso flujo.

La turbulencia es igualmente suficiente para transportar voértices turbu-
lentos en cualquier direccién. Suponiendo que la energia de turbulencia es
suficiente para contrarrestar la fuerza gravitacional, los torbellinos turbu-
lentos pueden traspasar con igual probabilidad la superficie en ambos sen-
tidos, hacia arriba o hacia abajo, y produciendo un desplazamiento vertical
medio igual a cero.

De acuerdo con el método energético, la energia necesaria para transportar
un torbellino por un camino [ es

o =)’

Multiplicando esta expresién por [? y recordando la definicién (9.12),

K2 =20 = 14(%)2,

o también,

du

K,, =1>—. 10.10
m P ( )
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De acuerdo con la expresiéon (10.8a), la tensién en superficie se puede es-
cribir iz Ja 2
—=Kyp—=0"—) =uj. 10.11
P "dz dz * ( )
donde u, es la velocidad de friccion. Esta expresion indica que la velocidad
de friccién por un lado es igual a

1/2
u, = (1) . (10.12a)
p
y por el otro es igual a
du
= 1—. 10.12b
Us = 1 ( )

El camino de mezcla [, de acuerdo con Prandtl, es proporcional a z:
I = kz, (10.13)

donde k es llamada constante de Von Karman. Esta constante se mide en
tuneles de viento y varfa de 0.35 a 0.4. Utilizando (10.13) e integrando
(10.12b) en los intervalos 0, u, y entre zy, z, se obtiene el perfil de la
velocidad del viento en la capa superficial para el caso de una atmosfera
neutral:
u V4 d

Uy z

/ du = . p =

0 20

Us | 2
=—In—. 10.14
u=— nzO (10.14)

El coeficiente de turbulencia en una atmoésfera adiabéatica se obtiene de
(10.10), (10.12b) y (10.14):

du du
szz—:<—): .. 10.1
P =1(12) =l (10.15)
Sustituyendo 1 y u*, de acuerdo con (10.13) y (10.14),
K, — k?zu .
In(z/z0)

Para el caso de dos mediciones de viento diferentes de cero, la férmula
anterior se debe escribir

(10.15a)

kQZ(u — ul)

Ko = In(z/z1)

(10.15b)
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El nivel z = zg, es la altura donde se iguala a cero la velocidad del vien-
to calculada por la formula (1014) (observe que en (10.14), para z = zg, tenemos
Inzo/z0,=In1=0). A la constante 2z se le conoce como nivel de rugosidad y
no puede ser igual a cero, porque en este caso la velocidad resulta indeter-
minada de acuerdo con la férmula (10.14).

El nivel de rugosidad se asocia a las irregularidades del terreno. Si la su-
perficie es rugosa, dentro de la rugosidades hay transferencia de momento
debido a la diferencia de presién entre ambos lados de la rugosidad. Lo
mds conveniente en este caso es tomar el nivel z = 0 no donde termina la
rugosidad, sino donde comienza, y calcular el viento a partir de zj.

El nivel zg, longitud de rugosidad, se determina experimentalmente. Para
una superficie de hielo, su valor es 0.0004 m; para una cobertura vegetal de
hierba no muy alta es 0.01; para bosques y ciudades puede ser del orden de
1abm.

El coeficiente de rugosidad también representa la dimension del torbellino
en superficie (suposicién (10.13)). Es claro que si las rugosidades se represen-
taran por cubos de un metro de lado, estos torbellinos serian més grandes
cuanto mas alejados estén los cubos entre si.

En la figura 10.4 se muestran perfiles del viento medio tomadas sobre te-
rreno plano, y para diferentes estratificaciones de la atmésfera. En esta
figura, el perfil observado para cada estratificacién: inversiéon, neutral y
ligeramente inestable, ha sido aproximado con una linea recta (linea pun-
teada). Como se observa, la distribucién de la velocidad en los tres casos
se aproxima bien por el perfil logaritmico.

Con ayuda de esta grafica, el nivel de rugosidad zy se puede determinar
como el lugar donde las prolongaciones de estos perfiles cortan el eje z.

Si el nivel de rugosidad es conocido, entonces con ayuda de mediciones
similares se puede determinar la velocidad de friccion ..

En resumen, para una atmésfera neutral, condicién que se puede lograr
cuando existen vientos fuertes en superficie, la capa adyacente se carac-
teriza por los pardmetros, zgp, ux, kn v u, los cuales pueden determinarse
directamente con ayuda de mediciones de viento en varios niveles.

10.3.2. Transferencia de turbulencia en una atmdsfera no
neutral

Para el caso de una atmosfera diabdtica (o sea, estratificada estable o inestable-
mente), ademds de la energia de turbulencia mecénica se debe considerar
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la generada por las fuerzas de flotacién, asociada a la fluctuacion local de
la densidad. De acuerdo con la férmula (7.9), la fuerza de flotacién (por
unidad de masa) que actia sobre un torbellino se puede expresar

/
g = _ g 3 0
=(T-T)==(0,—0,) =g="
T 0, 0,
U (cm/s)
0 200 400 60 800 100
16 T T T T T T T T T T
m , s i
— , e -
- /’ [ ] /.‘ //
4m Inversion - e
— v //' ° Estratificacion 7 P
g -
— s/ ° neutra id e ® Estratificacion
Im — /’ il i inestable
/I ) 7 //
- / ‘e 7
50 cm ,® % -~
L ’ A
25 cm ) ayid
’ [
- , vy
, v
’ ///
6cm [~ ,’ ///
s //
3cm ',I ////
1.6cm [~ i
0.8 cm Z0=0.8 cm
04cm — cm

Figura 10.4. Perfil vertical del viento. Tomado de Blackadar (1997).

donde 6, es la temperatura potencial virtual. El trabajo especifico realizado
por el torbellino en una distancia [ serda

9 = 920

; 52 (10.16)

donde, para escribir la parte derecha, se utilizé la expresién (9.10). La
energia de turbulencia total generada serd la suma de la energia mecanica
més la energfa convectiva o por flotabilidad (10.16). Por eso la expresién de
la velocidad de friccién (10.11), para el caso de una atmdsfera no neutral,
se escribe B
du\?2 ol
u? :12(7) — o
dz 0, Oz
donde « es un coeficiente empirico de proporcionalidad que se interpreta
como la relacién entre el trabajo realizado por la fuerza de flotacion y el
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realizado por la de cizallamiento (observe que si estos dos trabajos fueran iguales,

entonces « seria igual a 1).

Multiplicando la expresién anterior por 1?(du/0z)?,

ui‘=l4($)4—ail4§z($)2~ (10.17)

Sacando factor comun
00,
. v
ud = {14(‘9“) } 1_0[7&%2
0z Ov (Ou/0z)

Sustituyendo [ por su equivalente kz, trasponiendo términos y sacando raiz
cuadrada,

2 od, 1/2
— = |l1—ad 0z (10.18)
k222 (0u/0z) Oy (0u/0z)
Esta expresién también puede escribirse
u? 1/2
———— =[l-aR;] ", (10.18a)
k222 (0u/0z)
donde B
00,
99
Ri=—-"Y9%% (10.19)

"0, (0u)02)”

De acuerdo con esta expresion, el niumero de Richardson R; es la relaciéon
entre las energias de flotacién y de cizallamiento. Este ntimero se calcula a
través de mediciones de los perfiles del viento y la temperatura. Ahora se
define una funcién universal,

kz Ou
= 2o 10.2
om =7, (10.20)
la expresién (10.18a) se escribe
1 1/2
P [1—aR]",

o también

N Y A (10.21)
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La funcién universal ¢, se determina a partir de datos experimentales.
Ademsds, cuando R; = 0 = ¢, = 1, la férmula (10.20) se reduce a la
féormula (10.12b), que corresponde al caso neutral. Estableciendo la relacién
entre las expresiones (10.8a) y (10.9),

ou

Ts _ K
Ey 90,
O K2
Cply 0z

se obtiene la relacién entre los coeficientes de turbulencia:

90, Ts C 00,

En_ "%, __p "o
Ko E@ Ey Ou
b0z p 0z

Sustituyendo 74/p en esta expresién de acuerdo con la velocidad dindmica
(10.12a) obtenemos,

, 90,

Km _ 7 52

W = B b (10.22)
pCp 0z

10.3.2.1. La escala de Monin—Obukhov

Como se mostré anteriormente, el nimero de Richardson R; es la relacién
entre la produccion de turbulencia por flotacién y la produccion por cizalla-
miento. Este dltimo predomina cerca a la superficie y decrece con la altura
més rapidamente que el término de flotacién. En consecuencia, debe existir
cierta altura donde estos términos sean iguales. A esta altura se le llama
escala de Monin—Obukhov. Para determinarla se asume que a esta altura;
1. Los coeficientes de transferencia son iguales, K,, = K3, y 2. El perfil del
viento es logaritmico.

De acuerdo con la primera hipétesis y las expresiones (10.13), (10.15), K =
K., = uskz.

Sustituyendo este valor para el coeficiente de turbulencia en (10.9) y resol-
viendo esta ecuacién con respecto al gradiente de la temperatura potencia
virtual,

29, 0, E
9z T, ukzCpp’
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En la parte derecha de esta expresion se introdujo el coeficiente T', /0, = 1.
Ademas, de la segunda hipdtesis y la expresion (10.12b) se deduce que

Ou _ e
0z  kz

Sustituyendo la pentltima de estas dos expresiones en el numerador del
ntmero de Richardson (10.19) y la dltima en el denominador,

2
o IT yuk=Cop 9 B K2 _ g Bk
‘ 7 (%)2 Ty uikzCpp u? Ty u3Cpp’
“\kz

o también ; ;

R = — =7 =5

T,Cppu; L ¢

gkEp
donde o 5
T C,pui3
L=——uplls (10.23)

llamada la escala de Monin—Obukhov, es la altura donde la energia turbu-
lenta por cizallamiento y la generada por conveccién son iguales.

Retornando a la ecuacién (10.22), una expresiéon importante para esta rela-
cién entre coeficientes de turbulencia se halla definiendo una magnitud no
dimensional llamada temperatura de escala 6,.

o también,

Sustituyendo este valor en el denominador de (10.22) y la velocidad dindmi-
ca en el numerador, de acuerdo con (10.18a),

Ou\2 1200
2.2 ) v
Ky —G*U*%
z
o también B
Ky kz ou 1/2kz 00,
O L S =
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Ahora se define otra funcién universal,

k200,

dm—e* 5

(10.24)

Aplicando las definiciones (10.20) y (10.25), la expresién anterior se escribe

= —mbp bh, =

_ o
O

donde K, = Kj. De la expresion (10.25) se concluye que, para K, = Kj,
los perfiles de viento y temperatura son similares. En efecto, para este caso
Om = o¢n; por lo tanto las partes derechas de las expresiones (10.17) y
(1022) también son iguales. (Probablemente a esta particularidad se asocia el nombre

K,
Ky
K,
kL] 10.25
= (10.25)

de teoria de similaridad) .

Otra relacién importante entre los coeficientes de transferencia se pue-
de obtener multiplicando numerador y denominador de la parte derecha

du
de (10.22) por la cantidad gd—u*kz, teniendo en cuenta de nuevo que
z

T,/0, = 1. En efecto,

,00,  du do, -
0 Togagzwkz 9y kzOuTyuy Cop
Ly Ou g, gduukz G, (dujdz)’ ux 0z g kz By
pCp 0z dz

Aplicando las definiciones (10.19), (10.20) y (10.23),

Ko, L
— = Rigp,—.
Kb Z¢ z

. L . . .
Definiendo ¢ = —, la expresién anterior se escribe
z

o también

¢= R;. (10.26)

Las ecuaciones (10.21), (10.25) y (10.26) relacionan cinco variables:
Omy, Ohy K/ Kn, R; v (. La idea es expresar las cuatro primeras variables en
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funcion de ¢. Entonces se necesita una relacion mas, que se obtuvo empiri-
camente.

En la figura 10.5, se muestra la relaciéon obtenida entre el nimero de Ri-
chardson R; y C.

De acuerdo con esta figura, para una estratificacién inestable (¢ < 0) la
relacién es

(=R, (10.27)
Combinando esta igualdad con la ecuacién (10.21),
R;
L 025
T T T T T T T T T T T
2.5 L5 0.5 L5 2.5 356
L 05
— -1.0
L 15
L 20

Figura 10.5. Relacién entre el nimero de Richardson y el parametro de altura no
dimensional ¢. Adaptado de Feagle and Bussinger (1980).

Z)_M (10.28)

On = (I—OZZ

Sustituyendo (10.27) en (10.26) y combinando el resultado con (10.25), para
eliminar K,,/Kj}, se obtiene

oz -1/2
b = P2, = (1 aL) (10.29)
Para el caso estable (¢ > 0) de la figura 10.5, se obtiene la relacién siguiente:
R; = ¢ . (10.30)
1+ 08¢

Ademas, se evidenci6 que para el caso estable los coeficientes de turbulencia
son iguales, K,, = Kj}; entonces, de acuerdo con esta ultima expresion,
(10.25) y (10.26), es facil verificar que

Gm = én =1+ B¢ (10.31)
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Los coeficientes o y 3 son aproximadamente o = 16; § = 5.

En resumen, con la ayuda de la relacion empirica encontrada para el nimero
de Richardson R;, se tienen tres ecuaciones (10.21), (10.25) y (10.26) para
tres incégnitas ¢m, ¢n, K /Kp. en este caso, el problema de la turbulencia
es cerrado. Este tipo de solucién para el problema de la turbulencia se
conoce con el nombre de cerradura de primer grado. Veamos céomo se aplica
esta teorfa para determinar los perfiles en la capa superficial.

10.4. Aplicaciones de la teoria de similaridad

10.4.1. Determinacién de los perfiles en la capa superficial

Como se menciond, la determinacion de los perfiles en la capa superficial
por medio de la teoria de similaridad de Monin-Obukhov es de suma im-
portancia porque a través de ellos se determinan los flujos de interacciéon
suelo-atmosfera en los modelos atmosféricos.

10.4.1.1. Determinacion del perfil del viento

Para encontrar el perfil del viento, se supone ¢, = ¢, (() y la relacién
(10.20) se escribe

kzou ¢( z )

ue 0z \LJ’
Sumando y restando 1 en el lado derecho de esta ecuacién e integrando
entre zp y z y entre 0 y u,

E s [0 fon(G 0]
0 20 20
Se obtiene

== [li-an(D)]5

u= [111 LA mm(i)} (10.32)

o también
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donde L
\I/m(%) - / [1 - ¢m(g)}d§ (10.33)
20/L

Puesto que zp/L es usualmente muy pequeno, el limite inferior de esta
integral se puede tomar como siendo igual a cero.

Para el caso inestable, se escribe en (10.33) el valor de ¢,,, dado por (10.28),
con o = 16 y se integra De esta forma, se obtiene

1422\ /1 2
\I/m—ln[( +x)( +x)}—2arctanx+g,

2 2

donde 11
V4
z= (1 - 165) . (10.34)

Para el caso estable, se escribe en (10.33) el valor de ¢,, dado por (10.31)
con 3 =5 y se integra. El resultado es

z
v, = —5— 10.
5L (10.35)

10.4.1.2. Determinacion del perfil de la temperatura

Para determinar el perfil de la temperatura, la expresién (10.24) se escribe

ez 90,
0. 0z

= ¢n(¢), (10.36)

Integrando esta ecuacién de manera similar a la del perfil del viento,

0 z z
00 :—*[l ——\Lm<—)]. 10.37
=% M L (10.37)
donde 6 es la temperatura potencial definida en el nivel de rugosidad y

z/L

o), = / (1- ¢>h)dCC (10.38)

20

De nuevo, para el caso inestable, se escribe la aproximacién empirica de ¢,
dada por (10.29) y el valor & = 16 y se integra. En este caso, para el aire

inestable,
o, = 21][1[%(1 /1- 16%)] (10.39)
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Para el caso estable se obtiene una expresién similar a (10.35):

z
P, = —5—. 10.40
h=-52 (10.40)

En resumen, se puede establecer el perfil de la velocidad del viento y de
la temperatura en la capa superficial si se conoce, el nivel de rugosidad
20, la velocidad de friccion uy, la temperatura de escala 0, y la escala de
Monin—Obukhov L.

Determinacién de las caracteristicas de la turbulencia en la
capa superficial

La determinacién de las caracteristicas de la turbulencia como el grado de
inestabilidad atmosférica medido por la escala de Monin—Obukhov, la ve-
locidad de friccion, el flujo de calor en el suelo, la temperatura de escala,
etc., tiene aplicaciones en micrometeorologia para diagndstico de la conta-
minacién atmosférica, en modelos atmosféricos para el calculo de los flujos
y en muchas otras aplicaciones.

El cédlculo de estas caracteristicas puede realizarse con la ayuda de una
observacién del viento y dos mediciones de temperatura. Ademas se utilizan
las férmulas (10.32) y (10.37)

Para realizar el calculo por estas férmulas se debe conocer el valor de las
constantes k y z, y determinar simultaneamente la velocidad de friccion,
la temperatura de escala y la escala de Monin—Obukhov, y el flujo de calor
en el suelo. Se puede entonces establecer un proceso de calculo que consta
de los siguientes pasos:

Paso 1 Se coloca 1/L = 0 (es decir, se considera una condicién neutral para
la cual las funciones ®,, y @5 son nulas). Se estima la velocidad de

uk
friccién u, y la temperatura de escala 0, por las férmulas u, = N
nZ
20
k(0 — 6
y 0, = %, respectivamente.
nZz

20
Paso 2 Con estos valores preliminares de wu, y 6., se realiza una primera
estimacién del flujo de calor en el suelo £ = —0.u.pC)p y de la
T,Cppu’

escala de Monin-Obukhov, [ = ————=.
kgEp

Paso 3 El valor de L (y su signo) permite calcular las funciones universales
D, (2/L) y ®p(z/L), lo que posibilita una nueva estimaciéon de wu,
y 0, por las férmulas (10.32) y (10.37).
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Paso 4 Se repite el procedimiento del paso 2 hasta que L se estabilice al-
rededor de un valor practicamente constante.
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Ejercicio

1. Derive las formulas correspondientes y calcule la velocidad dinamica .,
v el flujo de calor Ey = E},, usando los siguientes datos observados sobre
un terreno plano.

Altura velocidad Viento Temperatura

(1) (m)s) °C
2.00 4.49 33.64
4.00 5.13 32.94
5.66 5.38

8.00 5.64 32.52
11.31 5.86

16.00 6.08 32.14
22.63 6.21 31.94

32.00 6.45 31.83
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En este capitulo se derivan los conceptos de vorticidad y vorticidad
barotrépica en coordenadas esféricas, necesarios mas adelante para
la aplicacién del método espectral. Ademads, se revisan otros elemen-
tos béasicos como; analisis arménico, método de las perturbaciones,
polinomios de Legendre y funciones esféricas. Algunas de las obras
consultadas son Viin Nielsen (1974), Piskunov (1977), krishnamurti
& otros (1998).

165



166 11. CONCEPTOS BASICOS USADOS EN LA SEGUNDA PARTE

11.1. Vorticidad en coordenadas esféricas

Considere la figura 11.1(a). Puede observarse que la porcién de meridiano
comprendido entre dos latitudes es ad¢ y la porcién de paralelo compren-
dido entre dos meridianos es a cos pdA. Considerando un area infinitesimal
0A, como la dibujada en la 11.1(b). Es facil notar que esta drea es igual a

§A = a®cos poNGP (11.1)

¢ +1/25¢

@ cos Of\ Sha cos ¢

0 —1/25¢

A=1/26A A+1/260

u

(a) (b)

Figura 11.1. Tlustraciones esquemadticas para calculos en coordenadas esféricas. a)
Angulos y arcos coordinables. b) Porcién esférica.

. - ov  Ou
La componente vertical de la vorticidad { = — — — puede obtenerse en

dr 0Oy
coordenadas esféricas calculando la circulacién por el contorno de la figura

11.1(b). En efecto, aplicando la férmula (2.29),

e = j{ﬁ- dl' = v(A+1/20), ¢)adp —u(X, ¢+ 1/25¢)a cos(d +1/20¢)5A—
—v(A=1/20), ¢)adg + u(X, ¢ — 1/26¢)acos(¢p — 1/25¢)dA,

la cual después de algunas manipulaciones sencillas, usando expansién en se-
ries truncadas de Taylor hasta el segundo término, y férmulas trigonométri-
cas da:

ov ou

= aaéx\éd) - — cos(%&b)acos O6PIN + 2usen (%&b)asen PO

oc 50
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(Se usan las férmulas cos(a + b) = cosacosb — sen asen b y cos(a — b) = cosacosb + sen asen b,

fz +x0) = f(xo) + xodf /dx, f(x — x0) = f(z0) — xodf /dz).

Dividiendo entre el drea dA, utilizando la expresién (11.1) y la férmula
(2.23) del capitulo 2, en el limite se obtiene

1 Ov 10u tang

acospON  adp

(Para llegar a esta expresion se tiene en cuenta que para angulos muy pequenos se cumple la
aproximacién; cos 8¢/2 2 lysen §¢/2 = 5¢/2). Por ltimo, es facil verificar que esta
expresion puede escribirse en forma mas compacta.

(11.2)

= 1 (81} 6ucosq5).

N 09

a cos ¢

(Recuerde que cos’ x = —sen 1:)

11.1.1. Ecuacién de la vorticidad barotrépica en
coordenadas esféricas

En coordenadas esféricas, la ecuacion de vorticidad barotrépica no diver-
gente (8.11), deducida en el capitulo 8, se escribe
d(¢+ f)

—_ = 11.
o, (11.3)

en donde, ¢ estd determinado por la férmula (11.2) derivada arriba. El
operador diferencial plano para la derivada sustancial se escribe de acuerdo
con la férmula:

d 90 u 9 v

&9t acosdon ads (11.4)

(Esta representacién se evidencia observando la figura 11.1(a) y al considerar las expresiones

para dz y dy en coordenadas esféricas. Holton 1992).

Otra manera de escribir la ecuacién de conservacién de la vorticidad ba-
rotropica es a través del Jacobiano para la funcion de corriente y la vorti-
cidad absoluta. Para derivar esta expresion, la igualdad (11.3) se escribe

S+ P AT T ) =0

Despreciando f en el primer término y utilizando la férmula (2.19), la
ultima ecuacion se escribe

o - - .
T x V- V(C+ f).
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Es facil mostrar que esta expresion también se puede escribir

o D) DA
ot dx Oy oy Ox

(11.5)

(Para mostrar esto basta con verificar por simple sustitucién el cumplimiento de

la siguiente igualdad k x P - 677 = g—w? — gﬂ? )
z Oy y Ox

La parte derecha de la expresién (11.5) es, por definicién, un Jacobiano. En
coordenadas esféricas, la expresién (11.5) se escribe

%7i(6j6(c+f)_8j8(<+f)>
ot a2\ou O\ N Ou ’

(11.5a)

donde p = sen ¢ y la parte derecha se ha escrito usando el concepto de
Jacobiano.

11.2. Método de las perturbaciones

El método de las perturbaciones es una manera de derivar, bajo suposicio-
nes dadas, una ecuacion lineal (o sistema de ecuaciones). Esto permite obtener
una solucién analitica y una interpretacion fisica de algunos tipos de movi-
mientos en la atmosfera. Este método es util en el analisis de ciertos tipos
de movimientos ondulatorios expuestos en el siguiente capitulo. El método
consiste en representar cada funcién como la suma de un valor medio méas
una desviacién:

flx,y,2,t) = f(2) + f'(x,y,2,1). (11.6)

La desviacién f/(z,vy, z,t) es funcién de las tres coordenadas y del tiempo,
mientras que f(z) es una funcién que depende solo de la altitud z, la cual
caracteriza el estado medio o estado bdsico, y por tanto no depende del
tiempo ni de la longitud. Adema&s, se asumen las siguientes hipétesis: 1.
El estado bdsico por si solo debe satisfacer el sistema de ecuaciones. 2.
Las perturbaciones son demasiado pequenas en comparacién con el estado
bésico. O sea,

!
Lt
f
Esto permite despreciar los productos que envuelven perturbaciones. A

manera de ejemplo, veamos como se aplica este método para linealizar un
término en una de las ecuaciones del movimiento horizontal.
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Sea u la velocidad zonal conseguida a través de un promedio en el tiempo,
y ¢’ la desviacién del valor medio. Entonces la velocidad zonal completa es

u(x, t) =u +u'(x,t). (11.7)

La aceleracioén inercial en este caso seria

— / /

ua—Z = (ﬂ—l—u’)% :ﬂ%' (11.8)
En el extremo izquierdo de estas igualdades se halla un término no lineal,
mientras que en el extremo derecho hay un término lineal, ya que el valor
medio no depende de x. Note, que en esta expresion no aparece la deriva-
da del valor medio ya que, como se anoté antes, este valor no es funcién
del tiempo ni de la longitud. Ademads, se ha despreciado, el producto que
envuelve perturbaciones.

11.3. Descomposicién de una funcién en serie de
Fourier

El concepto de serie de Fourier serd usado con frecuencia en los capitulos
siguientes. Una serie de Fourier es méas facilmente definida para una funcién
periodica. Decimos que una funcién peridédica con periodo 27 se puede
descomponer en serie de Fourier:

oo
+ Z an cosnx + bysen nx), (11.9)

n=1

%
2

donde los coeficientes ag, a, y b, estan por determinar. En otros términos,
la parte izquierda de (11.9) converge y su sumatoria es igual a f(z).

En forma similar se puede representar una funcién de varias variables. Por
ejemplo, la funcién ¥ dependiendo de la longitud A y de la latitud ¢, se
representa en serie de Fourier de la siguiente manera:

U\ @) = f\Ilo )+ Z ) cosmA + W, (¢)sen mA).

m=1

Volviendo al caso de la férmula (11.9), para encontrar el coeficiente ag, se
integra esta ecuacién entre —m y 7. Es facil notar que en el lado derecho
el resultado de la primera integral es mag y el de los dos tltimos es 0. (Por
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™
. ao 0 P L1 .
ejemplo [ acosnwdr = —sen nz‘ = 0. De manera similar sucede con la iltima 1ntegral).
n

“r -7

En consecuencia, el coeficiente ag resulta siendo igual a
™
1
ap=— [ f(z)dx.
T
—T

Para encontrar los otros dos coeficientes a, y b,, se multiplican ambos
miembros de la ecuacién (11.9) por cos(kx) y sen (kx), respectivamente, y
se integra en cada caso la expresion resultante, entre los limites senalados
anteriormente. Es facil notar que las integrales en la parte derecha, para
n # k, desaparecen quedando apenas las dos integrales para las cuales
n = k. En ambos casos, la integral es igual a 7. Por eso, los coeficientes ay,
y b resultan iguales a

™ s
1 1
ar = — [ f(x)coskxdr, b,=— [ f(x)sen kxdx
™ s
—r -7
Para probar que la integral para n # k es igual a cero, la ecuacién (11.9) se escribe

/ f(z)coskxdx =

T

%) s s
%) / cos kx dr + Z (an / cosnx cos kx dx + by, / sen nx cos kx dx)

Tome por ejemplo la segunda integral en el lado derecho. Teniendo en cuenta que, para
n # k, se cumple la identidad trigonométrica cosnz cos kx = 1/2(cos(n + k)z + cos(n —
k)z), esta integral se escribe
Uy
=0
—T

T sen (n—k)x

n—k

Uy g
5 k
% [/ COS(TL+kJ)JId.7?+/ cos(nfk)a:da:] = %l [SCHTET:?; Jo

—T

— T —T

Ejemplo
Sea f(x) una funcién periddica con periodo 27 definida en la siguiente
forma:

fx)=—x para —7<z<0
flz)=2 para0<z<m
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En esta caso los coeficientes resultan iguales a
ay=m, a,=0 parak par, by =0
ar = —4/7k*  para k impar
(El ejercicio 1 tiene como objetivo la obtencién de los coeficientes ag y ak).

Asi se obtiene la siguiente serie:

T 4(cosx cos 3x cos5av+ )

11.
T T 25 (11.92)

(En el ejercicio 2 se muestra el uso de esta serie para el calculo del nimero 7r). Esta es una

funcién mondtona por trozos y se representa en la figura 11.2

3w -2n -m n 2n 3n 4m

Figura 11.2. Representacién de una funcién monétona por trozos.

11.3.1. Otra forma de escribir la serie de Fourier

Sea f(z) una funcién periédica con periodo 21 (en general 21 # 27). Ademés,
definiendo n el niimero de onda, como

km

l )
donde ! es una medida de longitud, entonces la serie de Fourier (11.9) se
escribe

(11.10)

n =

ag > km km
flz) = 2+;(akcoslx+bmsen TI), (11.11)

En este caso, los coeficientes estan dados por

l l l

1 1 .
aozj/f(x)dx, ak—l/f(x)cosk?xdx y bk_l/f(iﬂ)senk?xdx,

-l -l -l
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En meteorologia el sentido fisico del niimero de onda es facil de representar.
Si en lugar de la expresién (11.10) se elige el nimero de onda como n =
k2x/l y suponiendo que ! sea el perimetro del ecuador, entonces k es el
nimero de ondas a lo largo del ecuador terrestre. Por ejemplo, para k =
1 =n=1(2r/l) = 1 onda. Para k = 2 = n = 2(27/l) = 2 ondas, etc.

Cuando la funcién no es periédica, pero en el intervalo (a, b) es monoténica
) )
por trozos, se complementa para formar una funcién periédica.

11.3.2. Forma compleja de la serie de Fourier

Usando las féormulas de Euler,

cosnz = ef sen gy = ————— = —j———— (11.12)

inT —inT inT —inx inxT —inT
+e e —e e —e

La ecuacién (11.9) se escribe

zna: + e—zn:r ) einx o e—inx
U Z( - zbn72 ),

o también
o0 . .
ag n znm an + Zb’ﬂ —inx
=Gy (G P gine It e
n=1
Denotando
_ap _ap —iby _ap +1b
CO - 2 ) Cn - 2 ) C—n 2 ’

la expresion anterior se escribe

2) =Co+ Y _(Cue™ + Coinc).

Esta expresién también puede escribirse

i Cpe'™. (11.13)

n=—oo
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Para las funciones trigonométricas complejas, se cumple la siguiente condi-
cién de ortogonalidad:

2
1 / gnagin'egy J 1 PATA T = =1 (11.14)
27 ) 0 paran #—-n

11.3.3. La integral de Fourier

La integral de Fourier es el elemento basico para llegar a la transformada de
Fourier. Sea f(x) una funcién integrable en valor absoluto en el intervalo
infinito (—o0, +00). Suponga que esta funcién se puede descomponer en
cualquier intervalo (—I,1) en serie de Fourier, como la representada por la
férmula (11.11).

Cambiando de variable de integracién, los coeficientes de (11.11) se escriben

l

! !
1 1 kmt 1 kmt
ap = j/f(t)dt, ap = ?/f(t) cos Tﬂdt y bp= j/f(t)sen det.
—1 -l

-1

Colocando estos coeficientes en la expansién (11.11),

1 1
1 1 — km km
=5 /f(t)dH— lkzl[/ f(t) cos Ttdt} cos TI—F
—1 =1

l
+ (/ f(t)sen kwtdt) sen kTﬂ-x

o también

!
1 1 km k. kw
f(z) = 2 /f(t)dt +7 Z/f cos —t €08 —~& + sen Ttsen Tx)dt
1

7 k=1

Utilizando férmulas trigonométricas para la diferencia de angulos, esta ex-
presion se escribe

f(:c):%l/f dt—i—%Z/f cos _x)dt
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Designando

s
y Q2= —/, Qp=—F] ¥ Aak:*

_m 2T km
l l 1’

entonces,

00 l
5[ 0 eos - w)at] aan.

k=1 ",

3| =

fo) =5 [ £t +

—1

Para [ — oo, el primer integral tiende a cero y la expresion anterior se

escribe
= l COS & — X Q
ﬂ@ﬂ!Qéﬂw (1= a)at )

Esta expresion se conoce con el nombre de integral de Fourier.

11.3.4. Integral de Fourier en forma compleja

Puesto que la funcién coseno es par, se puede escribir la primera integral
de la expresion anterior desde —oo

f(z) = % 7[7 F(t)cosaf(t — w)dt] da.

—0o0 —00

Ademas, se puede mostrar que (Piskunov, p. 360)

[ ] sten ot sy aa -0

—0o0 —00

(Esto se debe a que la funcién seno es impar y su integral desde -M hasta M es cero). Mul-
tiplicando esta igualdad por /27 y sumando el resultado con la expresién
anterior,
o0 (o]
1
flz) = o / { () [cos a(t —x) + isen ot — x)}dt}da.
m

—0o0  —00

f(z) = % 7[7 f(t)em@—f)dt] da. (11.15)

-0 —00
La parte derecha de esta igualdad se conoce con el nombre de integral de
Fourier en forma compleja.
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11.3.5. Transformada de Fourier

La expresion (11.15), puede escribirse también como

1 i 1 I iot —iQT
E_ {\/ﬂ_/ f(t)e dt]e do.

La integral del lado derecho puede separarse en dos integrales:

fz) =

F*(a):\/%/f(t)emtdt (11.16)

1 r * —iax
flx) = \/%_4 F*(a)e " *da (11.17)

A la funcién F*(a), determinada por (11.16), se le llama transformacion de
Fourier para la funcién f(z). A la funcién f(z), determinada por (11.17)
se le llama transformacion inversa de Fourier.

11.4. Funciones esféricas y polinomios
de Legendre

Las funciones esféricas y los polinomios de Legendre tienen su origen en la
solucién de la ecuacién de Laplace,que pasa el caso estacionario se escribe
como:

Vi = 0,

en donde u es funcion de x y de y. En coordenadas esféricas y para una va-
riable independiente, la ecuacién de Laplace puede escribirse (Krishnamurti
& otros, 1998)

d dP m?

“la- 2—} [ 1) — }P: 11.1

=g [ e - s =0, (11.18)
donde n es un entero, u = sen @, 0 es la latitud, m = 0,1,2,...,y Pesla

solucion de la ecuacion.

Para el caso m = 0, la ecuacién anterior se llama ecuaciéon de Legendre;
P, (1), polinomio de Legendre.
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11.4.1. Polinomios de Legendre

Polinomio de Legendre de grado n, P, (1), se define como:
1 mn
= onpl dpn

P, (1) (p? = 1)", paran=0,1,2,3,..., |u/ <1 (11.18a)

Por ejemplo, para n=2 tenemos;

d 1d 1
— 120 = 1)2u| = = —(4u> — 4p) = = (124> — 4
207 =120 = St - aw) = S - 4) =

1d?,
ngLQ(M

ol

_1)2:

_3u2—1
2

En la figura 11.3 se muestran los graficos de los polinomios de Legendre

paran =1,2,3,4y 5.
| //
ey
-0.5
p, / P
90

-30 0 30 90

Py(p)

1.0

0.5

Figura 11.3. Representacién de los polinomios de Legendre desde Py(u) hasta Ps ().
Adaptado de Krishnamurti & otros (1998), p.74.

Cuando el indice m no es igual a cero, la expresién (11.18) se llama ecuacién

asociada de Legendre y su solucién es el polinomio asociado de Legendre.

El polinomio asociado de Legendre de primer género de orden m y grado n

se define como

_ MQ)m/Q qmtn
2nn! dpmtn

Py = 1 (W2~ 1), (11.19)
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donde, m es un entero y n es un entero pero no negativo y modo que
n > |ml.

Puesto que P*(u) es un polinomio de grado n, entonces tiene n raices
que corresponden a la solucién de la ecuacién, P*(u) = 0. Dos de ellas
corresponden a los polos, (= +1); las demds, n — m, se ubican entre los
polos (por el meridiano). Las n — m raices se llaman ceros del polinomio de
Legendre.

Los polinomios de Legendre satisfacen la siguiente condiciéon de ortogona-
lidad:

: 0 sin#k
[ PPt =2 T (11.20)
—1 2n+1 a

Ademsds, existen algunas férmulas que relacionan polinomios de Leendre
de diferentes grados y ordenes. Estas relaciones sirven para calcular las
funciones asociadas de Legendre y sus derivadas las cuales seran necesarias
en el andlisis espectral (capitulo 14). Algunas de estas relaciones son:

PP (1) = €l Pt () + € Py () (11.21)
2 2.1
donde, €)' = (%) :
dP™
(1= HQMM = el P ) + (n+ DelPr () (11.21a)

En el caso cuando se consideran dos variables independientes, la solucién
de la ecuacion de Laplace es una funcién esférica y de manera similar a
(11.18) esta ecuacién puede escribirse (Krishnamurti & otros, 1998).

d [1—M2] dy 0%Y

du dp 92

m +n(n+1)Y =0

donde Y, la solucién de esta ecuacion, es una funcién esférica o armonico
esférico. Ademas, A es longitud y p = sen 6, en donde 6 es latitud.

11.4.2. Funciones esféricas (o tesserales)

Las funciones esféricas Y, (A, 1) son del tipo

YA ) = ¢AP () (11.22)
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El arménico esférico es de orden m y grado n. El factor € describe la
variacién este-oeste y el factor P)"(u) describe la variacién norte sur del
armonico esférico. Por ejemplo, la funcién de corriente puede expresarse en
funciones esféricas:

YO t) = DD YA, p), (11.23)

m

donde \f'nm(t) son coeficientes complejos. Las funciones arménicas (11.22)
estdn formadas por el producto de un armonico de Fourier y una funcién
asociada de Legendre. En las funciones esféricas, m es el nimero ondas a
través de un circulo de latitud; n —m, como ya fue anotado anteriormente,
es el nimero de ceros a lo largo del meridiano sin contar los polos. Por
ejemplo, en la figura 11.4 se ha representado la funcién PJ(u).

Las funciones esféricas satisfacen la siguiente ecuacion:

—n(n+1)

VY = Y (11.24)

a

De manera similar a las funciones trigonométricas complejas, las funcio-
nes esféricas tienen un condicién de ortogonalidad (llamada condicién de
normalizacién):

2 1

1 / 1 para (m,n) = (m/,n’)
= [y o0 Y O, w)dp = (1125
M![n<;o O\ k)i {Omm¢wwo (11.25)

donde Y:,m/ es el conjugado de Y.

/ N
N
N 7

p=-1

n=1

Figura 11.4. Representacién esquematica de una funcién esférica para los siguientes
valores: n = 5, m = 1. A esta funcién corresponde solo una onda a lo largo del
circulo de latitud (m = 1) y cuatro nodos sobre el meridiano (n —m =5—1=4).

Ejercicios
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1. Dada la funcion

f=(x)=—xpara — 1 <x <0
flz)=xpara0<z<m

obtenga los coeficientes de Fourier ag y ag.

2. Calcule el valor del numero 7 usando la serie (11.9a). Compare y ta-
bule los resultados parciales obtenidos al considerar 2,3, 4 coeficientes
de Fourier en el lado derecho de (11.9a).
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Ondas en la atmodsfera

Ondas de tipo Kelvin-Helmholtz. Imagen tomada de
http://www.deanesmay.com /files/mary-lent-wave.jpg

Los principios del movimiento ondulatorio en general se revisan al
comienzo del capitulo. Posteriormente, estos principios se aplican en
el andlisis de tres tipos de ondas atmosféricas: las ondas de Rossby,
las ondas actsticas y las ondas gravitacionales. Obviamente, el estu-
dio de ondas atmosféricas es mucho més extenso. Sin embargo, este
estudio puede ser complementado aplicando el enfoque general da-
do en este capitulo. Algunos de los textos consultados fueron Holton
(1992), Krishnamurti & otros (1998).

180
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12.1. Caracteristicas del movimiento ondulatorio

Inicialmente es conveniente recordar las ideas principales del movimiento
ondulatorio en el medio continuo. Por simplicidad, suponga que el movi-
miento se realiza solamente en la direccion z. En el movimiento ondulatorio,
un grupo de particulas oscila, mientras que las restantes (las del medio no
perturbado) permanecen en reposo. Con el tiempo, esta perturbacién se
va trasmitiendo a las particulas vecinas y de esta manera la onda se pro-
paga con una velocidad constante. El movimiento ondulatorio puede ser
caracterizado por la ecuacién ondulatoria,

020 0%0
—— = (12.1)
ot2 Ox
donde ¢ es una constante. Se puede mostrar, por simple sustitucién, que la
ecuacion,

0 = Asen (kx — vt — «) (12.2)

representa la solucién de la ecuacién ondulatoria (12.1). En la ecuacién
(12.2), A es la amplitud de la onda, k es llamado niimero de onda y se define
como 27 dividido entre la longitud de onda L, v es la frecuencia angular
(nimero de oscilaciones en la unidad de tiempo) y « es el desplazamiento
inicial de la onda. El significado de la variable 6 en el lado izquierdo de (12.2)
quedara claro con ayuda del analisis siguiente. Por simplicidad, suponga
a=0.

La férmula (12.1) relaciona tres variables: 6, z y t. Fijando una de ellas se
puede analizar la relacién existente entre las otras dos. Por ejemplo, si se
fija el tiempo ¢t podemos ver como 6 varia con x.

En la figura 12.1(a) se muestra la relacién entre 6 (la ordenada) y «, para
t =0. En la figura 12.1(b) se muestra esta misma relacién para vt = /2.

Figura 12.1. Relacién entre los pardmetros de una onda para: a) t = 0y b) vt = 7/2.
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Para acompanar una parte (o fase) determinada de la onda, (un punto en
la curva de la figura 12.1) con el transcurrir del tiempo, se fija un valor
particular de 0. Es evidente que, las crestas de la onda corresponden a un
valor maximo de 0 y los valles a un valor minimo. Se quiere determinar,
como varia x con el tiempo ¢ cuando

kx — vt = const. (12.3)

Si el tiempo aumenta, x también debe aumentar. Por tanto, la ecuacién
(12.2) representa una onda que se mueve en la direccién positiva de z. La
velocidad de una fase particular se obtiene derivando (12.3) con respecto
al tiempo:

d
kd—i—U:0:>
dx v

En otras palabras, la velocidad de fase es la frecuencia dividida entre el
nimero de onda. La representacion de un proceso ondulatorio con ayuda
de una sola onda no es muy aconsejable, ya que en la atmésfera las per-
turbaciones no son puramente sinusoidales. Por tanto, en la préctica, el
proceso ondulatorio estd representado por series de Fourier como (11.9) o
(11.13). De acuerdo con la férmula (11.13) del capitulo 11, la solucién del
problema (12.1) se puede representar de manera mds general como,

0 = Aelhr—vt=a), (12.5)

donde, de la expresion compleja, se debe tomar solo la parte real o la parte
imaginaria.

12.1.1. Velocidad de grupo

Como norma, en los movimientos atmosféricos reales se observa no una,
sino una serie de ondas o armoénicos con diferentes parametros. En este
caso, en lugar de velocidad de fase se suele hablar de wvelocidad de grupo.
(Observando con detenimiento las ondas en el mar, se pueden diferenciar grupos aislados de

ondas que se propagan con velocidad muy diferente de la de las ondas por separado).

Deduzcamos la férmula para el célculo de la velocidad de grupo Cy,. La
velocidad de grupo se puede deducir considerando la superposiciéon de dos
ondas que se propagan horizontalmente con nimeros de onda y frecuencias
que se diferencian en 20k y 26w, respectivamente. (Por simplicidad considere
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que las dos ondas tienen igual amplitud). Entonces, la perturbacién total
es

Y(z,t) = Aexp [i(k + 6k)z — (v + 6v)t] + Aexp [i(k — 6k)x — (v — dv)t].
Sacando factor comun, exp [i(kzx — vt)],
Y(z,t) = A{exp[i(6ka — dvt)| + exp [—i(dkz — 5vt)]}ei(k“7”t).
Recordando la férmula de Euler (11.12), escribimos esta expresién como,
Y(x,t) = 2A cos(Skx — dut)e! ke 1),

donde cos(dkx — dvt) se puede reconocer (Holton, 1992) como un transpor-
tador del frente o paquete de ondas de baja frecuencia, y el ultimo factor
o funcién exponencial, como transportador de onda de alta frecuencia, ya
que v >> Jdv. La velocidad de grupo del frente de ondas se toma dividiendo
la frecuencia del primer factor entre §k y llevando al limite cuando k tiende
a cero:

ov  Ov

Cor = 511390% T ok (126)

(En otras palabras, la velocidad de grupo ya no estd representada por la relacién entre v y k

sino por la derivada de v con respecto a k)

12.2. Ondas de Rossby

Una forma simple de aplicar las definiciones dadas en el parrafo anterior
para el movimiento ondulatorio en la atmdésfera se obtiene analizando las
ondas largas, también llamadas ondas de Rossby. Considere un modelo
idealizado de la atmoésfera no divergente representado por la ecuacion de
vorticidad barotrépica no divergente (8.11), introducida en el capitulo 8.
En forma euleriana, esta ecuacion se escribe
¢ -

9¢ +V,V((+ f) =0,
ot
donde se ha despreciado la variacién temporal del pardametro de Coriolis y
se ha usado un vector velocidad plano. Es facil verificar que esta ecuacién
puede ser escrita como

o¢ 0¢C O¢

E‘FU%—FU%-‘FUﬁ:O,
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donde § = 9f/0y (férmula 5.1) es el pardametro de Rossby. Teniendo en
cuenta que f = 2Qsen ¢ y que dy = ad¢, donde a es el radio de la Tierra,
se puede mostrar que 3 = 2{)cos ¢/a.

Utilizando las igualdades (2.18) y (2.25) para expresar la velocidad y la vor-
ticidad, respectivamente, en términos de la funcién de corriente, la ecuacién
anterior se escribe

D92y 1+ ul 92 +u —v% + ﬁa—w

ot oz
Ahora se linealiza esta ecuacién. Supongamos que solo existe flujo medio en
la direccién zonal. Aplicando el método de las perturbaciones, la férmula
(11.8) y despreciando el tercer término del lado izquierdo, esta ecuacién se
escribe 1//

0

- 0
=V +7 v2 12.7
5V ¥ g Y+ v (12.7)
La solucién a esta ecuacion se halla en la forma
1/}/ _ Aei(k:r—vt)-&-ily’ (128)

donde k y [ son los niimeros de onda en las direcciones zonal y meridional,
respectivamente. Esta ecuacién describe una onda periddica en = y y, y
se mueve en la direccién x con velocidad c¢. Ahora se sustituye la solucién
(12.8) en (12.7). Para simplificar la escritura se utiliza la denotacién

F = Aexp [z(kx —ot) + ily],

y colocamos las siguientes derivadas,

oy

5 = F(ik)
e
%(azw F(il*v)
e (G = P
a‘z(ng — F(—il2k),

en la ecuacién (12.7). Como resultado se obtiene
(v —ak)(k? + 1) + Bk = 0. (12.9)

(Al escribir estas expresiones se deja a un lado el apéstrofe para simplificar la escritura).
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La relacién (12.9) se conoce con el nombre de relacion de dispersion. En-
contrar una relaciéon de este tipo es uno de los objetivos principales en el
estudio de ondas atmosféricas. La ecuacién anterior se escribe, con relacién
awv,

Ok

Y
N )

Recordando la definicién (12.4), la velocidad de fase zonal relativa al viento
medio es
B

Co == Gz py

(12.10)
Esta férmula fue derivada por Rossby (1939) y se conoce con el nombre de
ondas de Rossby-Haurwitz, aunque la solucién en coordenadas esféricas fue
obtenida mucho antes por Hough (1898). Para facilitar el andlisis de esta
ecuacion, consideremos [ = 0, es decir la onda se propaga solo en sentido
zonal. Recordando la definicién de ntimero de onda, la expresién (12.10) se
escribe

BL?

Co=T=

(12.10a)

Esta férmula indica que las ondas de Rossby se desplazan con una velocidad
de fase que depende de la longitud de onda. Para longitudes de onda pe-
quenas, el lado derecho de (12.10a) es positivo; entonces la onda se desplaza
con una velocidad de fase un poco inferior a @. Es decir, la onda de Rossby
se rezaga un poco. Para longitudes largas, el lado derecho se torna negativo
(Cx < 0); entonces la onda de Rossby se propaga en sentido contrario al
flujo zonal o sea de este a oeste. Puede ocurrir y, una onda estacionaria.
(En el ejercicio 1 se solicita calcular la longitud de onda de una onda estacionaria). Para un
flujo zonal de 20 m/s en la latitud de 45, la longitud de onda de estas ondas
estacionarias resulta ser 7000 km. Por eso las ondas de Rossby son largas; a
veces son de escala planetaria. Hace algtiin tiempo esta teoria era utilizada
para realizar prondsticos en la troposfera media: por el campo inicial de
la superficie de 500 hPa, se determinaban los parametros necesarios como
velocidad del flujo béasico, amplitud y longitud de onda; después, con la
ayuda de (12.10) y (12.9), se hallaba la posicién de las crestas y los valles
en los siguientes momentos de tiempo.

12.3. Ondas acusticas
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Las ondas acusticas se originan por compresiones y enrarecimientos del
aire, de manera similar a las compresiones y expansiones producidas por
un émbolo como el mostrado en la figura (12.2).

Como se conoce por el curso de fisica, la velocidad del sonido en un gas

estd dada por la férmula
C=,/2Rr, (12.11)
&)

y es, 330 m/s en el aire. La férmula (12.11) se obtiene al aplicar la segunda
ley de Newton a una porcién de aire contenido en un tramo del tubo de
la figura 12.2. Uno de los propdsitos de la siguiente exposicion es mostrar
que las ecuaciones de la dindmica de la atmdsfera contienen implicitamente

este tipo de ondas.

-]

i
—a NN
—=A N

Figura 12.2. Ondas sonoras producidas por un pistéon que oscila. Adaptado de
Resnick & Halliday (1984).

Para mostrar las ondas actusticas se asume v = w = 0, excluyendo con esto
las oscilaciones transversales (perpendiculares a la propagacion de la onda).
Considere la ecuacién del movimiento en la direccién zonal,

du 109p
—+-—=—=0 12.12
dt * p Oz ’ ( )
y la ecuacion comprensible de continuidad,
dlnp = Ou
— =0 12.13
dt + ox ( )

Transforme esta tultima ecuacién escribiendo la definicién de temperatura
potencial como,

0= (L)(2)™, o tambien 0 = (P Yol
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Tome el logaritmo de esta expresion y luego derive
dnf = (1 - R/cp)dInp —dlInp.

Dividiendo entre dt y recordando la ecuacién (4.24), para el caso adiabdtico,
esta expresion se escribe

1dlnp B dlnp
v dt dt

:O7

donde, v = ¢,/¢,. Combinando esta expresién con la ecuacién (12.13),

ldlnp Ou
— + -
v dt ox

= 0. (12.14)

Ahora se aplica el método de las perturbaciones a las ecuaciones (12.12) y
(12.14). Para ello, las variables se expresan como la suma de un valor medio
mas una desviacién:

(12.15)

~~ = ~—

Substituyendo estos valores en las ecuaciones (12.12) y (12.14),

I 1 9
i) @) () (1) = 0

§t<p+p>+<ﬂ—u’>%@+p>+wp+p>§<u+u> 0

Haciendo uso de la expansién binomial para el factor que contiene la den-
sidad y recordando que |p'/p| << 1,

1 1 N1 1 / 1
= ,:T(l‘f'pj) %T<1—pj>’&“f
ptp P P p p P

Despreciando los productos de cantidades perturbadas y notando que el es-
tado basico no es funcién ni del tiempo ni del espacio, se obtiene finalmente
el siguiente sistema de dos ecuaciones:

o 9 1 oy

(50 + g ) + 5 5 = (12.16)
o oy, _ou

<8t ua—)p +Pg- =0 (12.17)
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Se elimina v’ operando en la tltima de estas dos ecuaciones con (9/0t +

u0/0x) y substituyendo de (12.16). En esta forma se obtiene una sola ecua-

cién conocida en electromagnetismo como la ecuacion ondulatoria,
( 0 0 )2 ;o

TRECE (12.18)

La solucién de esta ecuacion es una onda plana que se propaga en la direc-
cion x:

P = Re[Ae*@=e)], (12.19)
Puesto que solo la parte real tiene significado fisico, en lo sucesivo se pue-

de omitir la notacién Rel]. Sustituyendo la solucién (12.19) en (12.18), la
velocidad de fase debe satisfacer la ecuacion

(—ike + ikw)® — (vp/p)(ik)* = 0
Para hallar esta relacién, (12.18) se escribe
2,
i +730) G 77 )7 — P =0
Resolviendo el segundo paréntesis y el ultimo término,
(Q + Eé) {Aexp [ik(z — ct)](—ike + ikﬂ)} - @A exp [ik(z — ct)](ik)? = 0.
ot 7] P
Resolviendo ahora el primer paréntesis,

Aexp [ik(z — ct)](—ike + ikw)? — ’YjpﬁA exp [ik(z — ct)](ik)? = 0.

Cancelando factor comun, se obtiene la relacién de dispersién anterior.

Resolviendo la relacion de dispersion para c,
c=u=+ (vp/p)"? =u+ (yRT)"2. (12.20)

la ecuacién (12.20) indica que, respecto al flujo zonal, la velocidad de la
onda es

¢s = £(yRT)'/?, (12.21)

la cual coincide con la férmula (12.11) mencionada al comienzo de esta
discusién y se conoce con el nombre de velocidad adiabatica del sonido.
Las ondas acusticas son muy rapidas en comparacion con los movimientos
atmosféricos. A veces estas son “invitados no deseables” en los modelos
atmosféricos, ya que pueden llegar a ocasionar efectos catastroficos en la
solucién numérica de los modelos. Estas ondas se pueden filtrar en el sis-
tema de ecuaciones despreciando el cambio sustancial de la densidad en la
ecuacién de continuidad (4.9).
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12.4. Ondas de gravedad

Las ondas de gravedad son un ejemplo de ondas transversales. Este tipo
de ondas puede observarse al lanzar un guijarro en un estanque de agua
tranquila. La fuerza de gravedad que actia en el agua que se desplaza
hacia arriba crea un gradiente horizontal de presion que acelera el agua; en
esta forma la perturbacién continia propagdndose en sentido horizontal.
Las ondas de gravedad aparecen en la interfaz de dos medios con diferente
densidad. En el mar, estas ondas pueden ser provocadas por los tsunamis
o terremotos marinos. En la atmédsfera, son provocadas por las fuerzas de
flotacion y también pueden propagarse verticalmente. Estas ultimas reciben
el nombre de ondas internas de gravedad para diferenciarlas de las que
se propagan horizontalmente a las cuales llamaremos ondas de gravedad.
Veamos como se originan estas ondas.

12.4.1. Modelo de aguas someras

Este es uno de los modelos mas simples de la atmésfera en el cual se consi-
dera un fluido incompresible y homogéneo, es decir, de densidad constante.
Considere ademas que el fluido esta limitado por una superficie libre a la
altura h, como se observa en la figura 12.3. Se supone p(h) = 0, y que

z=h

/_A

I — Z—(

Figura 12.3. Modelo divergente de aguas someras.
se cumple la aproximaciéon hidrostatica. Por simplicidad, considere el caso
de un fluido sin rotacién, lo que permite despreciar el efecto de Coriolis.

Integrando la ecuacién de hidrostatica (3.8), desde una altura arbitraria z
hasta la superficie h se obtiene

p(h) = p(2) = —pg(h = 2). (12.22)
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Se deriva esta expresiéon con respecto a x y ¥, respectivamente. Teniendo
en cuenta que p(h) = 0, entonces

Lop _ oh
pOox =5z
Lop _ on
pdy 0y

De estas expresiones se desprende que el gradiente horizontal de presiéon
no depende de la altura. (Note que la presién si depende de z, mas no el
gradiente horizontal, ya que en la expresién para el gradiente horizontal
no aparece dependencia de z). Por esta razén el viento, una consecuencia
directa del gradiente de presion, tampoco debe depender de z. En este caso
se puede despreciar el cizallamiento du/dz = 0y dv/dz = 0. Esta posicién
es fundamental en el modelo de aguas someras. Con estas restricciones, las
ecuaciones del movimiento se escriben

N s SN &L
ot " Yor "oy T Yo
v ov v oh
S bu— v = —ge. 12.24
ot "oz TVay T Yoy (12.24)

(12.23)

Por otro lado, la ecuacion de continuidad

or oy 0z
puede integrarse desde z = 0, donde w(0) = 0, hasta z = h, donde la
velocidad vertical es w(h). En esta forma se llega a

w(h) = —(% + gZ)h.

Para obtener esta expresion se aplica el hecho de que el viento horizontal
no depende de la altura. Por otro lado, puesto que por definicién
) — dh _ Oh oh oh

— tu—+u—,

W)= = 5 T Ty
al combinar estas dos expresiones se obtiene

oh 0 0

— + —(hu) + —(hv) = 0. 12.25

57 T g )+ 5 () (1225)
Esta ecuacién junto con la ecuaciones (12.23) y (12.24), constituyen el mo-
delo de aguas someras, de mucha utilidad en el futuro para analizar algunos
tipos de movimiento ondulatorios en la atmésfera y para probar soluciones
numéricas.
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12.4.2. Ondas de gravedad en aguas someras

Para analizar las ondas de gravedad, que pueden desarrollarse en la interfaz
h de la figura 12.3, no considere la variacién por eje y, v aplique el método
de las perturbaciones, asumiendo que

u=u+u, h=H+W,

donde H es la profundidad media de la capa. Entonces las ecuaciones per-
turbadas se escriben

o' ou' h

o tligy t95-=0 (12.26)
on' _on ou'’

Eliminando u' entre estas dos ecuaciones,

o0*n’

(8 0 wzov

2

— !

via u—) h —gH
ot Ox

la cual es la misma ecuacion ondulatoria obtenida anteriormente. La solu-

cién de esta ecuacién es

= Aeik(z—ct)'

Sustituyendo esta solucién en la expresiéon anterior, se obtiene la relacion
de dispersion,
c=ut+/gH

El dltimo término de la derecha se llama velocidad de la onda en aguas
someras. Esta aproximacion solo es vélida para longitudes de onda mucho
mayores que la profundidad media H de la capa. Esta restriccién se debe
a que la velocidad vertical debe ser pequena para que se cumpla la aproxi-
macién hidrostdtica. Para una profundidad de H = 2 km, la velocidad de
esta ondas es 140 m/s aproximadamente. Estas ondas, relativamente répi-
das, cumplen un papel importante en los procesos de mesoescala y en las
regiones montanosas donde también pueden ser generadas.

Las ondas gravitacionales que se propagan verticalmente pueden ser exci-
tadas en la atmosfera cuando un flujo estatificado establemente pasa por
una superficie irregular o por calentamiento y cizallamiento vertical. Es-
tas ondas son capaces de transportar cantidades significativas de momento
horizontal entre la regién donde son originadas y la region donde son ab-
sorbidas y disipadas. Algunos resultados con modelos de circulacién global
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muestran que los sumideros de momento de larga escala, resultantes de
la quiebra de ondas gravitacionales, representan un papel importante en
el flujo de larga escala constituyendo lo que se conoce como gravity wave
drag. Las ondas ecuatoriales en particular son las encargadas de trasmitir
el efecto de la conveccion tropical hacia otras latitudes.

Ejercicios
1. Calcule la Iongitud de onda de una onda de Rossby estacionaria para
un flujo zonal de 20 m/s en una latitud de 45°.

2. Calcule la velocidad de fase de una onda gravitacional para un flujo
de 20 m/s y una profundidad de la capa de H = 3 km.
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Métodos numeéricos I:
Método de las diferencias
finitas

Lewis Fry Richardson (1881-
1953)

Fisico y sicdlogo inglés quien intent6 por
primera vez predecir el tiempo numérica-
mente usando el método de las diferencias
finitas en el tiempo hacia delante (forward
time finite differences ).

Imagen tomada de
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7e/Lewis_Fry_Richardson.png

Fl sistema de ecuaciones simultdneas y no lineales que describen los
movimientos atmosféricos, como el introducido en el capitulo 4, no
puede ser solucionado analiticamente. Por eso es necesario utilizar
métodos aproximados de solucién llamados métodos numéricos.

193
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Algunos de estos son: método de las diferencias finitas, méto-
dos lagrangianos o semi-lagrangianos, métodos espectrales y semi-
espectrales, método de elementos finitos, etc. Los métodos de dife-
rencias finitas y espectrales han sido los méas usados en los modelos
atmosféricos. Sin embargo, el uso de los métodos semilagrangianos
es cada vez mas popular. Este capitulo tratara sobre el método de
las diferencias finitas. Algunos de los trabajos consultados fueron
Tatsumi (1984), Messinger & Arakawa (1976), Krisnhamurti (1998),
Riegel (1992) Haltiner & Williams (1980), Gamdin & Dubov (1968).

13.1. Introduccion al método de las diferencias
finitas

Las diferencias finitas representan una manera de evaluar las derivadas
parciales en el tiempo y el espacio. Esta representacion se consigue mediante
la utilizacién de series truncadas de Taylor. La solucion de las ecuaciones
es discreta en puntos (nodos) de una grilla o reticula. Al hacer este tipo de
aproximacion, generalmente se formulan las siguientes preguntas: 1) cuando
dx tiende a cero, jconverge la forma aproximada a la ecuacién diferencial
original? 2. ;La solucién numérica es linealmente estable a la acciéon de
pequenas perturbaciones? 3. Si la condicién de estabilidad se cumple, jcon
que grado de exactitud las amplitudes y las fases de las ondas de la solucién
aproximada, representan la solucién exacta? La busqueda de la respuesta
a estas preguntas ocupard gran parte de la siguiente exposicion.

Para introducir el método de las diferencias finitas, considere una ecuacion
diferencial; por ejemplo,

(x,t) | ()
ot te oz

=0, (13.1)

donde ¥(x,t), una funcién de campo, representa la solucién de la ecuacién
en el intervalo 0 < z < L. Por simplicidad, considere solo la variacién
espacial. Ahora divida este intervalo en J subintervalos iguales de longitud
0z (figura 13.1): Evidentemente, L = Jéx, o también

dx=1L/J. (13.2)
Considere otra variable definida en los puntos de grilla (nodos): Asi
i = P (jox). (13.3)

La solucién de (13.1) estd ahora representada por los J + 1 valores de
;. (observe que las funciones definidas en (13.1) y (13.3) difieren en que
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dx
| .
0
j=0 Jj=1 Jj=2, ..., J=J

Figura 13.1. Representacion del método de las diferencias finitass en el espacio de
grilla unidimensional.

mientras la primera de ellas, 1 es una funcion definida en todo el espacio,
la segunda v;, esta definida solo en los puntos de grilla).

13.1.1. Aproximacién de las derivadas en diferencias finitas

Las férmulas de las diferencias finitas pueden ser derivadas a través de
expansiones en series de Taylor. Por ejemplo, a través de una serie de Taylor,
la funcién u(x + Az), donde Az es un incremento finito para el valor z, se
puede expresar

Az dBu

d*u
A = L2

Ax?
T4 — ——
x d$2

d
u(r + Az) = u(xo) + a 30

dx

+oo, (13.4)

donde los puntos suspensivos indican otros términos que fueron desprecia-
dos. De igual manera se puede escribir

A3

d du| Az? &P
u(z — Az) = u(xg) — 5 3| S-St

T+ —=| 5 — 73
dz |z dz?lz 2! dz3
Resolviendo estas ecuaciones con relacién al segundo término en la derecha

y dividiendo entre Ax se obtiene la expresion para la primera derivada. Por
ejemplo, de (13.4), se obtiene

(13.4a)

du  u(x 4+ Azx) — u(x) 1 d*u 5 1 du
b CAp— | it .
dx Az . ol da? s TR
denotando,
1 d*u , 1 d®u
OlA) = —Aror |, =AY gr s, —

la expresion anterior se escribe

du|  u(zr+ Az) — u(r)

Esta aproximacién para la primera derivada es de orden O(Ax) o de primer
orden de exactitud. El orden de exactitud lo indica la potencia a la que
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estd elevada (Ax) en el primero de los términos despreciados. De manera
aproximada, la expresion anterior se puede escribir
du u(z + Az) — u(x)

— ) 13.5
dolz Ax ( )

A la aproximacién (13.5) se le conoce con el nombre de diferencia hacia
adelante o esquema de Euler por haber sido este matematico el primero en
introducirla.

De manera similar, a partir de (13.4a),

du| ., u(z)—u(r — Az)

Esta aproximacion también es de primer orden y se le conoce como dife-
rencia hacia atras.

Se pueden obtener aproximaciones de orden superior. cuanto mas alto sea
el orden mejor es la aproximacion.

Por ejemplo, restando (13.4a) de (13.4), resolviendo con relacién al segundo
término en la derecha y dividiendo entre Az, se obtiene

d7u
dx

_ [u(x + Ax) — u(x — Ax)]

+ 0(Az?)

0, de manera aproximada,

d7u
dx

o lulz + Az) — u(z — Az)]
= T . (13.6)

Esta aproximacion es de segundo orden y se conoce con el nombre de dife-
rencias centradas.

De manera similar se pueden seguir obteniendo aproximaciones de 6rdenes
superiores. Por ejemplo, si ademds de las expresiones (13.4) y (13.4a) se
involucran la descomposicién en serie de Taylor de las funciones U (z+2Ax)
y U(x — 2Ax), es facil obtener la siguiente aproximacién de cuarto orden:

du| 4 [u(z + Az) — u(z — Ax)]

dele 3 2Ax
1 [u(z + 2Az) —u(z — 2Ax)] 4
? 4Al‘ + O(Ax) . (13.7)

(La derivacién completa de esta férmula se puede consultar por ejemplo en Krisnamurti & otros
1998.). Esta aproximacién para la primera derivada es de cuarto orden de
exactitud.
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Si en lugar de restar, sumamos (13.4) y (13.4a) y se procede de manera
similar a como se ha venido haciendo hasta ahora, se obtiene la expresién
para la segunda derivada:

d27u _ [u(r 4+ Az) = 2u(z) + u(r — Az)]
dLEQ x - 5A2
El grado de exactitud también se llama error de truncacion porque fue en

este término donde fue truncada la serie. Una comparacion entre aproxi-
maciones de diferente grado de exactitud es el objetivo del ejercicio 1.

+0(A?).

13.1.2. Onda limite representada por diferencias finitas

Se puede concluir que las diferencias finitas son solo una aproximacion
en mayor o menor grado de la ecuacién diferencial exacta. La exactitud
puede aumentarse disminuyendo el paso de grilla dz o usando esquemas de
alto grado de exactitud. Ambos caminos presentan sus dificultades y seran
discutidos mas adelante. Sin embargo, existe un valor o longitud de onda
limite por debajo del cual no pueden ser representadas las ondas reales
con ayuda de las diferencias finitas. Para mostrar esta longitud de onda
recuerde que una funcion puede ser representada por una serie de Fourier,

J/2
ao
f(gg) = > + Z (am cos knx + bysen ky,x). (13-8)

m=1

La representacién en puntos de grilla de la figura 13.1 supone una restricciéon
en el limite superior de la serie (13.8), puesto que los J + 1 puntos de la
figura 13.1 deben ser suficientes para determinar el coeficiente ag, los m
coeficientes a,,, v los m coeficientes b,,. Por esta razon, el limite superior
de la serie (13.8) se escribié J/2. Por otro lado, el niimero de onda

2mm 27
k= 2 ST 13.9
L L/m (13.9)
De acuerdo con esta escritura, la longitud de onda es L/m. Para m = J/2,
esta longitud de onda (la longitud de onda més corta considerada en la serie)
es L/(J/2) = 2L/J. Sustituyendo L por su valor de (13.2), la longitud de

onda mas corta representada por diferencias finitas es:
20xJ

J
En otras palabras con el método de diferencias finitas no se pueden repre-

sentar correctamente ondas cuya longitud de onda sea inferior a dos pasos
de grilla.

= 20z (13.10)
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Lo que es mas grave si esa onda corta existe, las diferencias finitas la repre-
sentan equivocadamente como una onda de mayor longitud. En la figura
(13.2) se observa una onda pequena de longitud de onda 2Az/4, represen-
tada como una onda de 2Ax, de manera equivocada por el esquema de
diferencias finitas A este tipo de error se le conoce como error de represen-

Figura 13.2. Onda pequenia de longitud de onda de 2Az /4 (linea punteada), repre-

sentada de manera equivocada por las diferencias finitas como una onda mayor de

longitud 2Az (linea continua). (El paso de grilla Az estd comprendido entre dos
circulos contiguos).

tacién (aliasing error). Note, que en el caso representado en la figura (13.2)
no hay error en la amplitud, sino en la fase de la onda.

En la practica, una buena representacion solo es posible para ondas mucho
mayores de 2Ax.

13.1.3. Integracion numérica en el tiempo

Considere la ecuacién (13.1) y coloquemos en ella la solucién
Ul(z,t) = U(t) exp(ikx). (13.11)

Se obtiene como resultado,

au
Puesto que U(t) depende solo del tiempo, esta ecuaciéon puede escribirse
aUu
—=F 13.12
C-F (13.12)
donde F' = ivU y v = —kc es la frecuencia angular. La ecuacién (13.12)

se conoce como ecuacién oscilatoria, y serd frecuentemente usada en los
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andlisis siguientes. Ademés, es conveniente anotar que con ayuda de la
representacion en series de Fourier (13.11) se ha logrado transformar una
ecuacién de derivadas parciales (la ecuacién (13.1)) en una ecuacién diferen-
cial comun (13.12). Veamos ahora como se construye la soluciéon numérica
para esta ecuacién.

En general, el método de la integracién numérica consiste en lo siguiente:
sea, U™ el valor de U en el tiempo nAt, donde At es el incremento en
el tiempo (At es igual a 1 segundo, 1 hora, etc.). Suponga que ya conoce el valor
de U en los niveles de tiempo anteriores n, n — 1,..., o sea los valores
U™, U™ !, . ... Nuestro propésito es determinar en el siguiente paso tiempo,
(n+1)At, la funciéon U™, Tomando luego este valor como condicién inicial,
se repite el proceso para determinar la funcién en el siguiente paso tiempo,
y asi sucesivamente. En esto consiste, el método de integraciéon de una
ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales en el tiempo,
o sea, el método de prediccion numérica. En el momento inicial se debe
conocer el valor de la funcién usando datos observados, por ejemplo.

Veamos tres esquemas o formas de discretizar la derivada temporal (13.12),
basados en las aproximaciones (13.5) y (13.6) derivadas arriba.

13.1.3.1. Esquema de Euler

U™t = U™ + ALF™ (13.13)

En esta expresién, U™ = U(t = nAt) y F™ = F(t = nAt) son valores en
el paso tiempo n, (supuestamente ya calculado); y U es el valor en el
siguiente paso tiempo n+1, el cual se va a determinar. El esquema de Fuler
(13.13) es de dos niveles, ya que involucra dos niveles de tiempo: ny n+ 1.

13.1.3.2. Esquema implicito

Uttt = yn 4 AtFmH! (13.13a)
Este esquema es similar al anterior, pero el término F' no se calcula en el

paso n sino en el paso tiempo n + 1.

13.1.3.3. Esquema centrado o de salto de rana

Uttt =yt 4 2ALF™. (13.14)
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Este esquema es de tres niveles ya que involucra tres niveles de tiempo:
n=1,nyn—1

13.1.3.4. Esquema del trapecio

1
urtl =pn 4 — AHF" + Frthy, (13.15)

Este esquema es de dos niveles. A diferencia del esquema de Euler, usa el
valor medio de la funcién F' en los tiempos n y n+ 1. Solo que, de acuerdo
con (13.12), F"! depende de U™*! y este valor atin no se conoce. Por
este motivo se dice que el esquema del trapecio (13.15) también es de tipo
implicito.

13.1.4. Estabilidad computacional y error de amortiguacion

La estabilidad computacional se refiere al hecho de que el error de aproxi-
macién introducido por el esquema numérico crece con el tiempo y puede
llegar a ser igual o mayor que la funcién verdadera, caso en el cual no tiene
sentido seguir la integracion. Un ejemplo de inestabilidad numérica estd la
representada por la figura 13.3.

U

t

Figura 13.3. Inestabilidad numérica generada por el esquema de diferencias centra-
das en la solucion de la ecuacién de friccién. La linea punteada indica la solucién
analitica; la linea continua, la solucién numérica. Tomado de Messinger & Arakawa

(1976).

En esta figura se muestra la solucién de la ecuacién de friccién, dU/dt = kU,
por el método de las diferencias centradas, donde k es coeficiente de friccion.
Como se observa en esta figura, la diferencia entre dos soluciones numéricas
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consecutivas aumenta con el tiempo (linea continua). La solucién analitica
representada por la linea discontinua se amortigua suavemente en el tiempo.

El error de amortiguacién, o error de fase, acelera o desacelera la solucién
real. Existen varios métodos para investigar la estabilidad de un esquema
numérico. Entre ellos, (Haltiner & Williams, 1980) estan el método matri-
ctal, el método energético y el método de Von Neumann. Veamos como se
aplica este tltimo. Considere la ecuacion oscilatoria (13.12). La solucién de
esta ecuacion se puede expresar como

U(t) = U(0) exp(ivt)
0, para los valores discretos de t = nAt,
U™ =U(0)e?, (13.16)

donde
Q = vAt (13.17)

es frecuencia por tiempo At y que en lo sucesivo se llamard fase. En el
plano complejo, la solucién (13.16) se interpreta como puntos rotantes que
giran con un radio (amplitud) U? y fase ) constantes. Ahora se aplica el
método de analisis de estabilidad de Neumann. Suponga que la diferencia
entre dos valores consecutivos de la solucién numérica en el tiempo difieren
en un factor de amplificaciéon . O sea,

urtl = \um, Ut =\U""1, ... (13.18)
Entonces la solucién numérica en el paso n se escribe

Ut =AU = XAU2) = N3un3 = ... = \pynk, (13.18a)

Para n =k,
U = \"U°. (13.18b)

Ademads, Neumann representa el factor de amplificacién en forma compleja
como
A = |Alexp(i€27),

en donde, Q* es la fase de la solucién numérica. Entonces, la solucién
numérica puede escribirse

U™ = |A["U° exp(inf2*). (13.19)

Ahora bien, puesto que la amplitud de la solucién analitica no cambia
con el tiempo, para que exista estabilidad computacional, en la expresién



202 13. METODOS NUMERICOS |: METODO DE LAS DIFERENCIAS FINITAS

anterior, es necesario exigir |A\| < 1. De otra forma, la solucién numérica
se incrementard exponencialmente con el tiempo y en forma ficticia. En
general, un esquema numérico es

inestable si|A] >1
estable (neutral) si|Al=1 (13.20)
estable (amortiguado) i [A] <1

y puesto que € representa la fase de la solucién exacta, la diferencia entre
Q y Q* da el error de fase de la solucién numérica. Entonces, el esquema
numérico es

AQ QF—-Q
lerad i — = 0
aceleraao S1 0 19 >
AQ QF-Q
tral | — = =0 13.21
neutra, si O O ( )
AQ QF—-Q
d lerad: i — = 0
esacelerado S1 0 0 <

Analice ahora la estabilidad computacional y el error de fase para algunos
de los esquemas ya estudiados.

13.1.4.1. Estabilidady error de fase del esquema de Euler hacia
delante

De acuerdo con la férmula (13.13), para la ecuacién oscilatoria, este esque-
ma se escribe

Uttt = Ut +4iQU™,
donde (2 se define de acuerdo con la férmula (13.17). Sustituyendo a U™+,
de acuerdo con (13.18), se obtiene una ecuacién para A:

A=1+iQ,

y, de acuerdo a (13.20) la condicién de estabilidad para el esquema de Euler
hacia delante, se escribe

Al = ,/1+92:1+%92+0(94) > 1. (13.22)

Por tanto, el es esquema de Euler hacia delante siempre es inestable. A esto
se debid el fracaso de los resultados del trabajo de Richardson en 1920 en el
que las ecuaciones fueron integradas usando un esquema de este tipo. Para
analizar el error de fase, el angulo de fase de la solucién numérica es
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Q" = arctan(\;/\), (13.23)

0 sea
Q* = arctan(Q) = Q — 1/303 + O(2*) (13.23a)

(la expresion (13.23a) se obtuvo por descomposicién en serie de Taylor:
arctan(z) =z — 23 /3 +2°/5 — 27 )T+ ---).

Aplicando la condicién (13.21),

AQ 1

lo cual es siempre negativo. Por tanto, el esquema de Euler es desacelerativo.

13.1.4.2. Inestabilidad en esquema de salto de rana: Moda fisica
y moda computacional

Este esquema es de tres niveles, aplicado a la ecuacién oscilatoria, se escribe
Uttt = g 2iun. (13.25)

Sustituyendo en esta ecuacién U™+ y U™ de acuerdo con (13.18), se obtiene
una ecuacién de segundo grado para el factor de amplificacién A:

A2 —2i00—1=0

la cual tiene dos soluciones:

AL =V1-02+i0 (13.26)

Xo = —V/1— Q2 +iQ. (13.26a)

A medida que © — 0, la primera de estas dos soluciones tiende a 1, lo que
estd mas proximo a la solucién analitica (13.16), mientras que la segunda
tiende a —1. La primera de estas soluciones se llama moda fisica, mientras
que la segunda se llama moda computacional.

Aplicando la condicién de estabilidad (13.20),

M| =l =1, cuando |Q] = lwAt| < 1. (13.27)
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O sea que el esquema de salto de rana es condicionalmente neutral. Por el
contrario, para el caso || > 1, el esquema es inestable. Por ejemplo, para
la moda fisica, la ecuacién (13.26) se expresa

M=/ (-1)(Q22-1)+iQ=1ivVQ2 —1+iQ.
El modulo de este niimero complejo es
| = ((92 S 20/ 14 92) - (292 o021 1) ,
[A] = \/QQ(Q—F\/QQ—l )—1

y bajo el supuesto, |2] > 1, la expresién anterior es evidentemente > 1.
Algo similar ocurre en la moda computacional.

N[

Se prefiere el esquema centrado porque tiene un menor error de truncacion
(es de segundo orden de exactitud). Sin embargo, aqui surge un nuevo problema:
solo una de las dos soluciones obtenidas tiene sentido fisico, la solucién
(13.26). A esta solucién se le llama moda fisica. La otra solucién, la mo-
da computacional (13.26a), es una solucién extrana debida al esquema de
integracion en el tiempo particularmente usado.

En algunas situaciones, la moda computacional puede llegar a ser domi-
nante y destruir por completo la solucion numérica. Por eso, esta es otra
forma de inestabilidad numérica. En el caso analizado, la moda fisica es
dominante. En general se debe investigar en cada caso hasta donde puede
arruinar la solucién la moda computacional.

Para reducir el efecto de la moda computacional en el caso de ecuaciones no
lineales, se ha propuesto el uso del filtro de Asselin, (Haltiner & Williams,
1980). Este efecto depende del tipo de ecuacién a solucionar como se vera en
los siguientes dos ejemplos.

Otro problema del esquema centrado es que, al ser de tres niveles, el calcu-
lo en el nivel (n + 1) necesita valores en los niveles anteriores n y n — 1.
Esto implica que, para una ecuacién diferencial de primer orden, el esque-
ma numeérico requiere al comienzo dos condiciones iniciales, mientras que
la ecuacion diferencial original requiere solo una. Este problema se puede
solucionar calculando el primer paso tiempo por algin otro esquema de dos
niveles, como el de Euler.

Ejemplo 1.

Solucionar analitica y numéricamente la ecuaciéon (Riegel, 1992)

y =, (el3.1.1%)
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sujeta a la condicién inicial,
y =1y, parat=0>0. (e13.1.2%)
Esta ecuacién posee una solucion analitica que aumenta en el tiempo
y = yoe". (e13.1.3%)

Para verificarlo, basta con sustituir (e13.1.3*) en el lado derecho de la
ecuacién diferencial original (el3.1.1*) y la derivada de (e13.1.3*) en su
lado izquierdo.

Aproximando inicialmente la ecuacién (e13.1.1%) con ayuda del esquema de
Euler (13.13) se obtiene
yn—i-l _ yn + Atyn
o también
y" =y (1+h) =0 (e13.1.4%)
en donde h = At.

Esta es una ecuacién en diferencias finitas, homogénea y de primer orden.
Su solucién general es:
y" =A(1+h)"

La solucién particular de (el13.1.4*) sujeta a la condicién (e13.1.2%) es:
y" =yo(l+ h)" (el3.1.5%)

Trate de solucionar la ecuacién diferencial (e13.1.1*) con ayuda del esquema
centrado. Para este caso, la ecuacion en diferencias finitas se escribe

yn+1 _ yn—l + 2hyn
o también
ynJrl o thn o ynfl —0.

Esta ecuacién tiene dos soluciones (h++v1+ h? y h—+/1 + h2) similares a
(13.26) y (13.26a), respectivamente. La primera corresponde a la moda fisi-
ca y la segunda, a la moda computacional. La solucién general se representa
como una combinacién lineal de estas dos soluciones:

v = ANVT+ R+ B)" + B(-1)"(V/1+ 12— )"

Para determinar la solucién particular o sea determinar las constantes A
y B, se necesitan dos condiciones iniciales. La primera es la condicion
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(e13.1.2%), la segunda se toma a partir de la solucién aportada por el es-
quema de Euler, o sea, y* = yo(1+h). Usando estas dos condiciones es facil
mostrar que la solucion particular para este caso es

v = 2% [(0+1)"(e+h)" + (=1)"(e = 1)(0 = h)"], (e13.1.6%)

donde por conveniencia, ha sido denotado o = /1 + h2. Nétese que esco-
giendo h? << 1 entonces o < 1, (0 —h)" < 1 y la moda computacional
(segundo término a la derecha) no crece con el tiempo.

Ejemplo 2.

Solucionar analitica y numéricamente la ecuacién y' = —y, sujeta a la
condicion inicial; y = yo, parat = 0.

Como en el caso anterior, la solucién analitica es
y = yoe " (e13.1.7%)

Observe que esta funcién se amortigua en el tiempo.

Es fdcil mostrar que al aplicar el esquema de Euler (13.13) se produce una
solucion similar a (el3.1.5%):

Yy =yo(l —h)".
Para que esta solucién se amortigue con el tiempo, como (el3.1.7%), es
necesario tomar h < 1.
Al solucionar la ecuacion por el esquema centrado, repitiendo los pasos

dados para la ecuacién y' = y, se llega a la siguiente solucién:

y' = 22 [(0+ (o= k)" + (=)o — D)o +h)"].
A diferencia del ejemplo 1, en este caso la moda computacional comienza a
dominar con rapidez sobre la moda fisica y destruye la solucién sin importar
qué tan pequefio se elija a h. En cualquier caso, para h> << 1,0 < 1y
o — 1 < 1, mientras que o + h > 1. Por tanto, la moda fisica disminuye,
mientras que la computacional aumenta.

13.1.4.3. Estabilidad y error de fase del esquema del trapecio

Analicemos por ultimo el método del trapecio, el cual, es un método implici-
to. Para la ecuacién oscilatoria (13.12), este método se escribe

n+1l __ r1n @ n n+1
Uttt =T+ 5 (U U,
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Utilizando la férmula (13.18), se obtiene una ecuacién para A. O sea,
240

s 2

de donde |A| = 1. (Observe que las expresiones en el numerador y denomi-
nador corresponden al mismo nimero complejo, pero conjugado; por tanto,
tienen el mismo médulo). En consecuencia, de acuerdo con la condicién

(13.22), el esquema del trapecio es neutral. Es facil mostrar que el error de
fase para este esquema es

A

ﬁ ~ _iQQ
Q 1277

Por tanto, este esquema también es desacelerativo, pero con una desacele-

racién 1/4 menor que la producida por el esquema de Euler hacia delante.

En lo que se refiere a esquemas de integracion en el tiempo, la mayor preo-
cupacién debe ser la condiciéon de estabilidad, ya que el error de fase se
produce también por el esquema espacial, siendo este mayor que el prime-
ro.

En la figura 13.4 se muestra el factor de amplificacion producido por el
esquema de Euler.

[
2,0 1.
155 —

B 2
1,0 -..5..\..

~.
.\.
.\. 3
.\..
0,5 | | =~
0 172 1 Q

Figura 13.4. Dependencia del factor de amplificacion A de w para los esquemas de
Euler 1, del trapecio y analitica 2, e implicito 3. Tomado de Messinger & Arakawa,
1976.
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13.2. La ecuacion lineal de adveccion

Ahora se analizardn las propiedades del esquema centrado aplicado a la
ecuacién de adveccién (13.1) escrita en la forma siguiente:

ou ou

donde ¢ = const. Por este motivo, la ecuacién (13.28) se conoce como ecua-
cion lineal de adveccion, que reviste especial interés en meteorologia porque
de su andlisis se deriva el criterio de Courant—Friedrichs—Lewy (criterio de
Courant o CFL). Para un espaciamiento dado en una grilla de cémputo, el
criterio CFL impone una restriccién sobre el tamano del paso tiempo, que
también depende de la velocidad de flujo. A este criterio, practicamente se
llegé al escribir la férmula (13.27), solo que alli quedé expresado a través
de la fase 2 = wAt. A continuacién se derivaréd este criterio en funcién
del paso de grilla Ax, del paso de tiempo At y de la velocidad de flujo
c. Aplicando el método centrado, inicialmente para discretizar el término
adveccién en la ecuacion (13.28), se obtiene (Messinger & Arakawa, 1976)
uy Uil T U

Aplicando este mismo esquema para discretizar la parte izquierda de (13.29),

1 —1
;=g L T 13.30
oAt 2Ax (13.30)

u

Se ha empleado el esquema centrado para discretizar la derivada espacial y
la temporal. Para analizar las propiedades de este esquema, se partird ini-
cialmente de la ecuacién (13.29) y se colocard alli la siguiente solucién de
prueba:
ikjA
uf = Re[U"(t)e"™27] (13.31)

Después de algunas transformaciones se obtiene

ou
% _ i(—Aisen k:Aac) U, (13.32)
X

o también

au
o = i(vU)

donde .
v = osen kAx (13.33)
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Se ha llegado asi a la ecuacién oscilatoria (13.12). Utilizando el esquema
centrado para discretizar la parte izquierda,

At
n+1l _ yrm—1 S n
U =U —|—2@( c—xsen kAJ:)U ,

y designando,
At
Q= —Cx, R kAx,

la ecuacién anterior se reduce a la expresién (13.25), la cual ya fue analizada.
Para que el esquema sea estable numéricamente, se debe cumplir || < 1
(férmula (13.27)), o sea,

At
CA—xsen Ax| <1,

y puesto que sen kA x tiene un maximo igual a 1, la condicién de estabili-
dad toma la forma,

&, < 1 (13.34)

A esta relacion se conoce con el nombre de criterio de estabilidad de Courant-
Friedrichs-Lewy, (CFL). La relacién (13.34) indica que para alcanzar la
estabilidad no es suficiente disminuir el paso tiempo At, sino la relacion
At/Az. De acuerdo con la expresién (13.34), en un modelo global, por
ejemplo, con espaciamiento de 300 x 300 km, se debe usar un intervalo de
tiempo de aproximadamente 20 minutos para que las ondas gravitacionales
(c ~ 300 m/s), sean simuladas adecuadamente.

13.2.1. Dispersién numérica

Considere de nuevo la ecuacién (13.11a). Recordando que v es la frecuencia
y que la velocidad de fase es ¢ = —v/k (férmula 12.4), la ecuacién (13.12)

se escribe JU
— = —ikcU. 13.35
7 (13.35)
La ecuacién (13.35) indica que en la ecuacién oscilatoria original, todas las
ondas se propagan con la misma velocidad de fase ¢. Ademds, la solucion

numérica (13.32) puede escribirse también

o ik~

dt kAx
En contraste con la ecuacién (13.35), la velocidad de fase de la solucién
numérica se expresa

sen kAx) U. (13.36)

sen kA x
fme—/—— 13.37
¢ =i, ( )
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la cual no es constante y depende, entre otros factores, del nimero de onda.
En consecuencia, la discretizacién espacial en diferencias finitas provoca dis-
persion de las ondas. A este efecto se le conoce con el nombre de dispersion
numérica.

13.3. Esquema semi-implicito y ondas
gravitacionales

La velocidad de fase de las ondas meteorologicas que simulan los modelos de
prediccion numérica usuales es del orden de la velocidad del viento, 10 — 50
m/s. Al mismo tiempo, la velocidad médxima de las ondas gravitacionales,
descritas por los términos responsables de este tipo de ondas en la respec-
tivas ecuaciones, puede sobrepasar 300 m/s. Ahora bien, como el criterio
de estabilidad (férmula (13.27)) depende de la frecuencia, el paso tiempo
que cumpla este criterio debe ser muy pequeno, lo cual hace que la solucién
numérica y el proceso de computo en general resulten engorrosos. Aunque
las ondas gravitacionales de alta frecuencia representan un papel importan-
te, el objetivo principal de los modelos numéricos es predecir la evolucién
temporal de las ondas meteoroldgicas lentas. La pregunta es entonces jco-
mo integrar los términos responsables por las ondas gravitacionales de alta
frecuencia sin quebrantar el criterio de estabilidad? Una manera consiste en
integrar estos términos con ayuda del método implicito, que es establemen-
te neutro, y los demds términos por un método explicito (el centrado por
ejemplo). Un ejemplo de este tipo de abordaje es el esquema semi-implicito,
que se expone a continuacién.

Se mostrard el uso del esquema semi-implicito aplicado al modelo de aguas
someras (12.23), (12.24) y (12.25), introducidas en el capitulo 12. Tenien-
do en cuenta la definicién de geopotencial (4.30), las ecuaciones (12.23) y
(12.24) se escriben en forma vectorial

ov Lo, =

5 —(7-V)v - V. (13.38)
Multiplicando ambos miembros de la igualdad (12.25) por ¢ y utilizando
de nuevo la definicién de geopotencial, esta ecuacion se escribe

83+u8—q>+va—q)q>2u+q>gv—0
ot Ox Oy Oy oy
o también, en forma vectorial
oo L= =
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Las ecuaciones (13.38) y (13.39) constituyen el modelo de aguas someras en
dos dimensiones. Note que en la ecuacién (13.39) el primer término al lado
derecho es la adveccion del geopotencial y el tltimo término corresponde el
efecto de las ondas gravitacionales. La idea es utilizar el método explicito
con los términos no lineales correspondientes a la adveccién, y el método
implicito para los términos lineales. La ecuacién (13.38) se discretizard en
diferencia finitas (Tatsumi, 1984) en la forma siguiente:

= T 2 (0 V)T - AtV (@ Ten )

Para discretizar la ecuacién (13.39), en el término responsable por las ondas
gravitacionales, se descompone el geopotencial ® en un valor medio y una
pulsacién:

P=90+9

Entonces, en diferencia finitas y utilizando el esquema semi-implicito, esta
ecuacion se escribe

"t = "L 2AL (T V) B AtV (7" 5" —2A 1 B VI (13.40)

donde (U 6) y V son los homélogos en diferencias finitas de los operadores
horizontales (V - V) y V respectivamente. El esquema (13.40) es llamado
semi-implicito porque los términos no lineales en la adveccién y la parte
no lineal de las ondas gravitacionales, o sea, el ultimo término en la se-
gunda ecuacién de (13.39), son tratados de manera explicita, mientras que
los términos lineales son tratados implicitamente. Para disminuir las difi-
cultades asociadas a la solucion de la parte implicita, la parte no lineal de
las ondas gravitacionales son removidas de la parte implicita. Para eso, la
ecuacién (13.40) puede bifurcarse formalmente en dos ecuaciones, asf:

T AVOTH = G,
O L ALV - =B, (13.41)

En donde, #,; y ®,; son

Ty = T = 20L(T" - V)T — At VO
B, =" 2L (T V)D" — AtBV - - 201V 7,

las cuales incluyen todos los términos tratados de manera explicita. Final-
mente se puede eliminar 17”+1~de (13.41) operando con V sobre la primera
ecuacién y sustituyendo por V - #"*! en la segunda ecuacién. El resultado
es

O L AL R[-AHV-V)O" 4V -7, ] = Dy,
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Reagrupando términos y usando la definicién,

(V : v) - V27
la cual es la aproximacién en diferencias finitas de V2, la expresién anterior
se transforma en

—APIVIOH 4 gt = B, — ALDV - Ty

o también

%Z(Dn-i-l _ 1 Pl — 1

A2 N

(@01 — ALBY - 7).

Esta es una ecuacién de tipo Helmhotz,
V2ort! — Bo"t = F(a,y),

donde F'y B son conocidos. Entonces, puede solucionarse para una region
determinada de prondstico, conociendo los valores en la frontera. Existen
varios métodos para solucionar esta ecuacién. Uno de ellos es el llamado
método de sobre-relajacién sucesiva (successive over relaxation method) el
que se mostrara al solucionar numéricamente el modelo barotrépico.

13.4. Aplicacién del método de diferencias finitas
al modelo barotrdépico

La solucion de la ecuacién de vorticidad barotrépica para condiciones ini-
ciales y de contorno dadas constituyé el primer modelo de prediccién me-
teorologica realizado en un computador. El modelo barotrépico se aplica
también en algunas regiones tropicales y hoy en dia contintia empleandose
en estudios tedricos. Ademds, este modelo es un buen ejercicio para practi-
car la aplicacién de algunas técnicas numéricas; este es el motivo por el cual
se considera aqui. Como se menciond, el modelo barotrépico se fundamenta
en la solucién numérica de la ecuacién de vorticidad barotrépica (8.10), la
cual, teniendo en cuenta (8.3) y suponiendo que el flujo es no divergente,
puede escribirse
a¢

donde, 5 5
F(z,y,t) = (ajc(uwo + 8—y(uwg)) + Buy. (13.43)
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La parte derecha de la ecuacién (13.43) se ha escrito en forma de flujo,
lo cual fue posible suponiendo que el movimiento es no divergente. Esta
misma suposiciéon nos permite escribir una relacion entre la vorticidad y la
funcién de corriente (férmula (2.25)),

¢ =V, (13.44)

y entre esta misma funcién y las componentes de la velocidad u y v (expre-
sién (2.18),

Uqpy = _ZZJ’ Uy = g% (13.45)
Las ecuaciones (13.42)—(13.45), junto con las condiciones de contorno para
1 y necesarias para solucionar la ecuacién (13.44), constituyen el algoritmo
de computo del modelo. Veamos cémo se construye la solucién numérica
del modelo. Se Utilizara el método de las diferencias finitas. Considere la
grilla de puntos dibujada en la figura 13.5. Para discretizar La ecuacién

Y a
° ° °
1+ il i+1,j+1
[~ e ° °
I i-1,) 1,) i+1,j
dy
l | e ° °
i1 i1 i+1,j-1
—Jjx—> X

Figura 13.5. Reticula de seis puntos utilizada para ejemplarizar la solucién numérica
de la ecuacién de vorticidad barotrépica.

temporal (13.42), se puede utilizar el esquema de Matsuno (Krishnamurti
& otros, 1998) para el primer paso tiempo, y el de salto de rana para las
demds iteraciones temporales. En este dltimo caso, la ecuacién (13.42) se
escribe

1 —1
g;”jj — gjj = —2AtF 9. (13.46)
En la ecuacién (13.46), n indica el nivel temporal. Utilizando el esquema
centrado para discretizar las ecuaciones (13.43), (13.44) y (13.45), estas se
escriben
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1
FlY= 24 [(uftyy 1 Gl — uiq ;G ) + (WG — o1 G1) | + Bl

(13.47)
Vi T ¥y ¥ Y1 — 05
i = ( pi ) (13.48)
Ui = _(¢Zj+1 - d’Zj—l)/Qd
Vij = <¢zn+1,j - ¢znf1,j)/2d~ (13.49)

Note que a pesar de que la solucién temporal (13.46) se escribié en for-
ma explicita, la solucién numérica de la ecuacién de Poisson, (13.48) es
implicita. Con la discretizacién en diferencias finitas se logra transformar
la ecuacién diferencial original, o sea, la ecuacién (13.43), en un sistema de
ecuaciones algebraicas (observe que la parte derecha de la ecuacién (13.47) estd escrita
para el punto ¢, j y que entonces existiran tantas ecuaciones tipo (13.43) como puntos de grilla

sean considerados) .

Ocupémonos ahora de la integracion en el tiempo. En primer lugar, se
debe conocer el campo inicial de la velocidad “2; , u?p y de la vorticidad
CZQJ-. Esto se puede lograr con ayuda del analisis objetivo del campo del
viento o del geopotencial. En el caso de utilizar esta tultima opcién, la
cual es la mas conveniente debido a la incertidumbre con la cual se mide
el viento, inicialmente se obtiene la funciéon de corriente la ecuaciéon de
balance no lineal similar a (8.14); posteriormente se obtiene el campo de
vorticidad inicial por la féormula (13.48) y el campo del viento (uy,vy)
con ayuda de las relaciones (13.49). Una vez obtenidos estos dos campos
se resuelve la parte derecha de (13.47) y la ecuacién (13.46) para obtener
una primera estimacién del campo de la vorticidad Cil’ i Esta estimacién se
puede utilizar para calcular un nuevo valor de (13.47) y estimar otra vez la
vorticidad a través de (13.46) y continuar en esta forma el proceso hasta
realizar la previsién de ( al plazo deseado. Sin embargo, no se puede calcular
(13.47) todavia puesto que se desconocen los nuevos valores de 1), ul,. Esta
pregunta se responde con ayuda de las ecuaciones (13.48) y (13.49). En
primer lugar se resuelve (13.48) para calcular un nuevo valor de la funcién
de corriente y luego se utiliza el valor de esta tltima para estimar los nuevos
valores de las componentes del viento por las férmulas (13.49). Veamos
cémo se resuelve numéricamente (13.47). La ecuacién (13.48) es el andlogo
en diferencias finitas de la ecuacién de Poisson (13.44). La solucién de esta
ecuacion para la variable 1 se halla utilizando el proceso convencional de
inversién de matrices. En primer lugar, note que la parte derecha y la parte
izquierda de (13.48) estan escritas para un mismo nivel de tiempo n. Esto
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significa que para resolverla, se necesita de alguna manera, utilizar la técnica
del método implicito. Para ver como se emplea este método, considere una
grilla de cinco puntos para calcular V%bm-, como la dibujada en la figura
(13.6). En esta figura, con subindice 0 se representan valores conocidos en

o Y% woow %

lIj() lI/o WO lllo

Figura 13.6. Grilla para ilustrar el calculo de Vzd)m.

la frontera del dominio. Entonces, de acuerdo con la férmula (13.13a), se
escribe el siguiente sistema de ecuaciones:

Yo+ s+ o+ o — 41 =G
Y3 + 15 + Y1 + Yo — A2 = (o
Yo + Y6 + P2 + Yo — 4P = (3
Us + 7+ Yo+ Y1 — 4 =G
Y6+ Ps + Ya + P2 — iP5 = (G5
Yo + Y9 + Vs + Y3 — 4hs = Co
g + o + Yo + Py — 47 = (7
Y9 + Yo + VY7 + 5 — dibs = (s
Yo + Yo + Vs + Y6 — dbg = (o

Puesto que se conocen los valores en la frontera, el sistema se puede rees-
cribir asi
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41 o Py =0 —2¢ =Gy
1 4 +Ys +5 =G —1y =Ga
o —dap3 +16 =(— 29y =G3

P —dipy  +hs +17 =@ —t% =Gy
o +g b +s +18 =G5 =G5

)3 +ibs —4)e +io =( — Yo = Gg

(o —dpr +hg =(r =29 =Gy

s +r —dpg Aihg = (g —1hy = Gy

g +ig —4dpg = (9 — 219 = Gg

Esto es un sistema de 9 ecuaciones con 9 valores desconocidos de 1. Este sistema
puede escribirse en forma matricial:

-4 1 0 1 0 0 0 0 0 v Gy
1 -4 1 0 1 0 0 0 0 1y Gy
0 1 -4 0 0 1 0 0 0 3 Gz
1 0 0 -4 1 0 1 0 0 oy Gy
0 1 0 1 -4 1 0 1 0 o5 Gs
0 0 1 0 1 —4 0 0 1 g Gg
0 0 0 1 0 0 -4 1 0 vy Gy
0 0 0 0 1 0 1 -4 1 45 Gs

| 0 0 0 0 0 1 0 I —4 ¢y Gy
o en forma simbolica:
QY =G.

donde @ es una matriz de 9 x 9 coeficientes y ¥ y G son vectores columna. El
problema consiste entonces en encontrar la matriz inversa

Y =Q'G.

La dificultad estd en que @ es a menudo muy grande (en general, contiene
(N —2)2 x (M —2)2) elementos. Un método usado con més frecuencia para resolver
la ecuacién de Poisson (13.44) es el método llamado de iteracion.

13.4.1. Solucion de la ecuacién de Poisson por el método de
iteracion

Resolviendo la ecuacién (13.48) con respecto a 1; j, se obtiene

1 d?
i = @(%HJ F i1+ i1 Vi) — o G- (13.50)

La idea del método iterativo de solucién es el siguiente: dado un conjunto de
valores iniciales y arbitrarios los cuales se llaman ng?j), en donde, el superindice
entre paréntesis indica el nimero de la iteracién, se colocan en la parte derecha
de (13.50) y se obtiene un nuevo conjunto de valores en la parte izquierda los
cuales denotados como wg}j). (En este momento se acaba de realizar la iteracién

No 1) Colocando este nuevo conjunto de valores en el lado derecho, se obtiene otro
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. 2 . . .
conjunto 1/Jz( j). Operando sucesivamente en esta forma, para la iteracién s + 1, se
;
llega a

1 d?
+1 K s
5 = EM?M + o+l i) - o G- (13.51)

Se puede probar que la diferencia entre dos iteraciones consecutivas es tan pequena
como se desee y que después de muchas iteraciones el proceso iterativo converge
en la solucién de (13.50). Este método propuesto inicialmente por el matemdtico
ingles L. Richardson, es convergente pero muy lento. Un método mejorado es el
de relajacién (“relaxation”) y sobre relajacién (over relaxation).

Observe que si después de cierta iteracién s, no se halla la solucién exacta es porque
existe una diferencia entre la parte derecha y la parte izquierda de (13.50), la cual
se llamara residuo.

S 1 S S S S d2 S
R§ j) = ﬁ (wz‘(Jr)l,j + wz(jl,j + ¢z(,j)—1 + wz(,j)Jrl) - ZQ‘J - %(,j) (13‘52)
El principio del método de relajacién es escribir la solucién como
(s+1) _ /(s) (s)
Yy = ol (13.53)

Cuando se calcula la funcién (13.53) y se coloca en (13.52), en algunos puntos del
campo se consigue la soluciéon exacta (RE? = 0) y en otros no. Para probar esto,

considere el residuo intermedio que resulta al colocar la solucién 1/)1-(5]*1) en (13.52)
para el punto ¢, j

1 , d?
s+1 s s s+1
R;Ej ) = dﬁ(mgi)l,j + %(7)1,]‘ + wz(yj)—l + 1/)z(,sj)+1) - ZC@‘,j - wi,j ), (13.54)

y sustituya el dltimo término de (13.54) por la expresién (13.53):

2
is+1) _ L) ) ) () d () s

R - ﬁ(qﬁwl,j + wifl,j + wi,jq + wi,j+1) - ZC” - ww —alt;
Remplazando los tres primeros términos en el lado derecho por la definicién (13.52),
esta ultima expresion se escribe

R =R (1—- ).

O sea que sabiendo elegir el valor del pardmetro de relajacién (por ejemplo para
a = 1), el residuo intermedio en el punto 4, j se hace cero. Sin embargo, debido a
que en el cdlculo de la funcién en los puntos vecinos, por ejemplo el punto i + 1, 7,
interviene la funcién calculada en el punto 7, j, ya con residuo cero, es muy probable
que en este punto 7 + 1,5 el residuo no sea exactamente igual a cero. Por eso se
necesita realizar nuevas iteraciones hasta que el residuo no se haga igual a 0 en
todos los puntos considerados. Se puede probar que la convergencia del proceso
iterativo del método de relajacion es mas rapido que la convergencia del proceso
iterativo del método de Richardson.
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Ejercicios

1. Suponga que la funcién u(x) estd representada por sen (x) y considere los
valores que esta funcién toma en los puntos 0, 7/8, /4, 37 /8 y w/2:

a) Con esta informacién calcule la primera derivada du/dz en el punto /4
usando para ello las aproximaciones (13.5) y (13.5a).

b) Compare los resultados con la solucién analitica para la derivada en ese
punto.

¢) Represente graficamente los resultados.

2. Determinar las constantes A y B en la ecuacién y" = A(vV1+ h% + h)" +
B(—1)"(v/1 + h2 — h)", usando las condiciones iniciales y° = yo para todo
t=0,(n=0)yy" =yo(l+h) parat =1 (n = 1), y obtener la ecuacién
(e13.1.6% )
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Métodos numéricos 11:
Método espectral

Imagen tomada de
http://www.science.org.au/primaryconnections/resourcesheets/weather /Rain AndClouds.jpg

Cortesia de la academia australiana de ciencias

El método espectral tiene amplias aplicaciones en meteorologia. FEn el
capitulo 14, este método se aplicara en la predicciéon numérica. Entre algu-
nos de los textos que ilustran la aplicacién de esta técnica en meteorologia
se pueden mencionar Machenhauer (1979), Krishnamurti & otros (1998),
Kiehl & otros (1996).

219
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14.1. Aplicacion del método espectral en la
prediccion meteorolégica numérica

El método espectral fue sugerido inicialmente por Silverman (1954) y Platzman
(1960) como una alternativa al método de diferencias finitas para solucionar la
ecuacién barotropica no divergente. Sin embargo, su uso para la integracién de
modelos no adiabaticos y complejos solo se logré a partir de los anos setenta
(Eliasen & otros, 1970, Orsag, 1970) después de haber evolucionado de manera
significativa.

Al aplicar el método espectral a la parte no lineal de la ecuacién, aparecen unos
coeficientes de interaccién que es necesario conservar durante el paso tiempo, los
cuales aumentan con el aumento de la resolucién del modelo. Ademads, la inclusién
de efectos no adiabaticos y otros procesos fisicos no es ficil cuando se opera solo
en el campo espectral.

El interés por la aplicacién del método espectral en la prediccién numérica se
retomo a partir de los anos setenta con la aparicién de métodos que utilizaban la
transformada de Fourier y permitian operar simultdneamente en el campo espectral
y en el campo fisico o de puntos de grilla.

El método espectral aplicado a la prediccion numérica consiste en representar la
solucién de una ecuacién diferencial a través de una expansién en series truncadas
de funciones esféricas, como la presentada por la férmula (11.23).

T, p,t) =Y Y WY, p) (14.1)

En esta expresion, W(\, p,t) es la variable que se desea expandir U} (¢) son los
coeficientes de la expansion y Y, (A, ), las funciones base, son funciones esféri-
cas. Note que la variable en la parte izquierda es una funcién del espacio y del
tiempo, mientras que en la parte derecha, dependen del tiempo los coeficientes
U (t). La dependencia espacial horizontal ha sido asignada a las funciones base
(férmula (11.22)). Al hacer esta representacién es posible convertir una ecuacién
en derivadas parciales en un sistema de ecuaciones diferenciales comunes escritas
para los coeficientes de la expansion.

En la practica de la prediccién numérica, se precisa operar con series que contengan
un numero finito de coeficientes. Por eso, inicialmente, es conveniente examinar el
problema del truncamiento.

14.1.1. Tipos de truncacién

En principio la doble sumatoria en la expansién (14.1) es infinita. O sea, —oco <
m < 00,y |m| < n < oco. Sin embargo, el uso del método espectral requiere
trabajar con una serie truncada en algin punto. En la préctica de la truncacién
espectral se tiende a truncar las ondas de pequena escala.
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En la mecédnica de truncacion se quiere establecer los limites de las sumatorias
en (14.1). Antes de establecerlos, vale la pena anotar que, de manera similar a
la representacién gréfica de los nimeros complejos, las funciones base Y, (\, p)
pueden ser representadas por puntos en el plano de coordenadas n, m (figura
14.1). Puesto que n, el grado del polinomio de Legendre, debe ser positivo, se
considera solo el semiplano superior. Ademas, se puede trazar la diagonal n = m
para cumplir la condicién n > |m|. Existen varios tipos de truncacién. En la figura
14.1, se representa la truncacién triangular. En esta figura N es el grado més alto en
el polinomio de Legendre para m = 0; M es el niimero de onda de Fourier mas alto
considerado. Teniendo en cuenta estas definiciones, en la truncacién triangular

n
r

Figura 14.1. Representacion de la truncacion triangular. El area enmallada corres-
ponde al dominio de la funcién base truncada.

el domino de las funciones base para m > 0 esta representado por el tridngulo
limitado entre las rectas, n = m, n = N y el eje de las ordenadas (m = 0).
Si a este dominio le agregamos el tridngulo similar correspondiente a los valores
negativos de m, entonces los limites de las sumatorias en (14.1) se pueden escribir

M N
\II()V/%LL) = Z Z \Ij:znynfn()‘ﬁi) (14'2)

m=—M n=|m|

Otro tipo de truncacién es la llamada truncacion del paralelogramo. Ademas, la
serie truncada para la laplaciana de las funciones esféricas (férmula 11.24) se es-
cribe

N N
c=viu= 3 % %wm/gﬂ. (14.3)

m=—M n=|m|

14.2. Solucion del modelo barotrépico por el méto-
do espectral
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14.2.1. Transformacién de la ecuacién a la forma espectral

Para mostrar la aplicacién del método espectral en la prediccion numérica, se
utilizard la ecuacién de vorticidad barotrépica (11.5a), la representacién en fun-
ciones armonicas esféricas(14.2) y la condicién de normalizacién (u ortogonalidad)
(11.25).

Recordando (2.34) y teniendo en cuenta que p = sen ¢,

of

5 =20

f=2Qsen ¢ =2Qu = ——

Con ayuda de esta expresién y teniendo en cuenta que df/dX = 0, (11.5a) se

escribe
a¢ 1 ,9va¢ 0¥ o 2Q 0V
En ?(@ﬁ a ﬁaﬂ) S az ax’
En esta expresién el dltimo término en el lado derecho es lineal, mientras que el
primero no lo es, por eso es conveniente reescribirla como

ac 200V

= 2o TFAn (14.4)
donde oV ov 6(

Para escribir la ecuacién (14.4) en forma espectral, se utilizardn las siguientes
expansiones en funciones esféricas de acuerdo a (14.2):

N N

LOWIED DD DI HIC) oW (14.6)

m=—N 7rL:|’m|
F(\ u,t) ZN Z‘ ‘Fm(t ) (14.7)

donde se ha asumido, M = N (férmula (14.2)). Teniendo en cuenta (14.3), para
la parte izquierda de (14.4), se tiene

/ 8V \I/ 1) dwi(t)
—= — LY,
5 = Z Z SO )
m=—N n=|m|

donde el acento circunflejo sobre la variable W indica que, debido al truncamiento,
la solucién (¥) no satisface exactamente la ecuacién diferencial (14.4).
Es facil probar que,

OV (A, 1)

o\

Teniendo en cuenta este resultado, para el término lineal de la parte derecha de
(14.4),

= imY," (A, p).

20 0T 29 N
2o Z Zlm\I/mYm 1).

m=—N n=|m|
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El término no lineal se escribe

F(X\ p,t) Z ZFm (A )

m=—nn=|m|

Sustituyendo estas expresiones en (14.4),

S +1) dUT ()
ng;nn Y )
QQ N N
_ Z Z IHI\I/"LY"L A /‘l’ Z Z F'my'm )
m=—N n=|m| m=—N n=|m|

2

Multiplicando ambos lados de la igualdad por fﬁ e igualando coeficientes
n(n
para Y, este sistema de ecuaciones diferenciales se escribe
dw(t) 20im a?
n = Um(t) — ———F"(¢). 14.8
7 nn+ 1) w (£) n(n+1)n() (14.8)

La expresion (14.8) representa la ecuacién de vorticidad barotrépica en forma
espectral. Esta ecuacién permite conocer a través del tiempo los coeficientes W7 (¢),
siempre y cuando se determine su parte derecha, incluidos los coeficientes del
término no lineal F"(¢).

El célculo de este término representa el momento crucial en la aplicaciéon del méto-
do espectral en la prediccién numérica.

La forma general para este término se puede obtener multiplicando ambos lados
1 !

de la representacién (14.7) por 4—Y,f,m (\, 1), integrando de 0 a 27 y de —1 a 1,
T

y aplicando la condicién de ortogonalidad (11.25). De esta forma se obtiene

2 1

1 PN
S / / Yo B () dp d
viy
0 —1
27

-y ¥ oy

m=—N n=|m|

/Y;“ ‘Oomdpar= S 3 Er()

m=—N n=|m|

donde se desprende el siguiente sistema de ecuaciones para determinar los coefi-
cientes F"(t):

1
_ ﬁ//F,T(\f/)Y;,m'()\,u)dud/\. (14.9)
0 —1

La manera de solucionar la parte derecha de esta expresiéon da lugar a los dos
métodos existentes para el tratamiento del término no lineal.
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Si la funcién F,Z”((I\l), dentro de la integral, se representa expandiendo las derivadas
de la parte derecha de (14.5) en series truncadas e integrando luego, entonces los
coeficientes F" se obtienen directamente dentro del campo espectral y el método
se denomina método de los coeficientes de interaccion. El otro camino es calcular
las funciones F!(¥) en el espacio fisico de puntos de grilla j, k y luego tomar
la integral usando el concepto de transformada de Fourier—Legendre. A este se le
conoce con el nombre de método de las transformaciones o método seudo—espectral.

14.2.2. El método de los coeficientes de interaccion
Actualmente el método de los coeficientes de interaccién no se usa en la prediccién
meteoroldgica numérica. Se ilustra aqui con fines didécticos.

Para mostrar el método de los coeficientes de interaccién, inicialmente se coloca
la serie truncada (14.2) dentro del término no lineal (14.5),

0% OV2T 00 OV
FO ) =2 (au o o op )

Teniendo en cuenta (14.3) y las derivadas por A y u de la funcién esférica,

F(0)
1 N N N
(X S wmla) XY )
mi1=—N ni=|mq]| mao=—N ng:\mz\
N N
(2 % mumm)(- X % )]
m1=—N ny=|m| ma=—N ny=|ma|
donde
- ng(ng + 1)
6712 == T

Ejecutando la multiplicacion de las series, se obtiene

. 1 N N N N
AR (D OND DD VR DAL

mi=—N n1=\m1‘ mo=—N n2=‘m2‘
donde . .
1 2
Jmme o m Pm2 dpnl - m mt dpnz ei(m1+m2))\
ni,ma n2 24 n,y d,LL 1479, 7d,u .

De acuerdo con Machenhauer (1979), esta expresion se puede escribir en una forma
mas simétrica (se necesita sustituir en ella los indices m1, ni por ma, na, sumar la expresion

resultante con la expresién anterior y dividir la suma entre 2). Se obtiene

F(\ p, t) = (Z Z Z Z \Ifmxp";Lm’j>

mi=—N ny=|mi| me=—N na=|ma]|
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donde
1 1 dP"? 2dP™M N
Ly = > (eny — Em)(m1pﬁ d?j —ma P} 7d7j )e’(m1+7”2)’\.

Colocando esta expresiéon dentro de la integral (14.9) e integrando se obtiene,

1 N N N N
i :;( PO IEDD \mmwm) (n2 > m),

mi1=—N ni=|m1| ma=—N no=|ms|

(14.10)
m,mi,ma

donde los coeficientes de interaccion Ly, "7

se escriben como,

m,mi,ms __
n,ni,na

1 m2 M1

1 m m dP”z M2 d ni
7(6n2 — €n,) fl P (mlelW — man;W) dp para m = mq + my.

0 para m # my + ma.

(14.11)

Sustituyendo la expresién (14.10) en la ecuacién diferencial comin (14.8), se puede
encontrar los coeficientes de esa ecuacion a través de pasos en el tiempo y solucionar
directamente el modelo barotrépico por el método espectral. Sin embargo, aun para
series truncadas con poca cantidad de arménicos, el calculo por las férmulas (14.10)
y (14.11) es muy laborioso debido a que hay que almacenar los coeficientes de
interaccién (14.11), los cuales aumentan en nimero con el aumento de la resolucién.

Otro problema asociado a la aplicacién del método espectral puro es cémo incluir
los efectos no adiabaticos del modelo y otras parametrizaciones fisicas.

Por estas razones, durante mucho el método espectral puro tiempo no se consi-
der6 una alternativa para la solucion de ecuaciones diferenciales no lineales.

14.2.3. El método de las transformaciones

En el método de las transformaciones la idea es calcular, en el espacio fisico o de

puntos de grilla p, Aj;, la funcién F7* (¥ (pg, Aj)). Si esto es posible, entonces la
integral (14.9) se puede tomar numéricamente.

La integral (14.9) se puede desdoblar en dos integrales:

1
1
B = [ Bl (14.12)
-1
27
1 )
Fo(p) = ﬁ/F(A, p, t)e” AN, (14.13)
0
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La segunda es una transformada de Fourier (compare esta férmula con la férmula (11.16))
y se toma a lo largo de una latitud Gaussiana k. Por tanto, puede rescribirse

27

1 .
Fo (i) = %/F()\, 1, t)e AN, (14.14)
0

La integral (14.12) acumula los resultados parciales obtenidos en cada latitud. Esto
facilita de modo significativo el proceso de calculo.

Para tomar estas integrales numéricamente, existen métodos bastante exactos.
La integral (14.12) se toma por un método llamado cuadratura de Gauss, que la
convierte en la siguiente sumatoria:

1 K

= ; G Fo (1) P (). (14.15)
La integral (14.13) se toma por la férmula del trapecio a lo largo del circulo de
latitud a través de la siguiente sumatoria:

K,
1 i
Fm(:u‘k) = E E F()‘v K, t)e_lm/\]' (1416)
=1

Falta solo indicar cémo se calcula la funcién F'(A, p, t) en cada punto de grilla.

Esta funcion se expresa en términos de los coeficientes armonicos en cada punto
de grilla 4, A; de manera similar a la empleada para el método de los coeficientes
de interaccién. En consecuencia, el término no lineal en (14.4) se escribe

v v, a

[ sevac v
FOu i 1) = e |- i) 5 o = T2 - ot

(14.17)

Ahora las derivadas de U y de ( se expresan en términos de series truncadas. Por
ejemplo, usando la serie (14.6) y sustituyendo en ella a Y, (i, \) por su valor en
(11.22), expandimos la siguiente derivada:

(1- NZ%\P(Aj,uk,t) =S wr (e (1 - u2>a%Pm>.

Usando la propiedad de la derivada del polinomio de Legendre, esta expresion se
escribe

0
50 3 O gy (R PR )+ ok D P ()™

m=—N n=|m|

(14.18)

m n® —m?\1/2
e ()
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v
El factor g—)\ se obtiene derivando (14.6) por A:

9 N N )
oY) = SO mu )P (e ™ (14.19)

m=—N n=|m|

De modo similar se deducen expresiones para las derivadas de la funcién ¢ y se
obtiene su valor en los puntos de grilla. Una vez calculadas las derivadas en los
puntos de grilla, los resultados se multiplican y se restan de acuerdo con la férmula
(14.9). De esta manera se obtiene el término no lineal F'(A, u, t).

En resumen, la ecuaciéon de vorticidad se soluciona en el tiempo a través del método
de las transformaciones o semi-espectral, asi:

Paso 1. (o paso preliminar). A partir de un campo inicial de geopotencial o de
viento, establezca el campo de la funcién de corriente ¥(u, \). Esta ope-
racion se realiza en el campo fisico o de puntos de grilla.

Paso 2. Calcule los coeficientes espectrales W7, aplicando la propiedad de las fun-
ciones esféricas (11.23) y los coeficientes espectrales de la vorticidad .
Esta operacién se realiza en el campo espectral.

Paso 3. Seleccione la primera latitud (ux = p) y calcule la funcién F(A, p, t)
para todos los \; de ese circulo de latitud. Calcule la funcién F, (px) por
la férmula (14.16).

Paso 4. Repita el paso anterior para todos las demés latitudes (ux = pa, 13, fia, - - .)-
Los pasos 3 y 4 se efectiian en el campo fisico o de puntos de grilla.

Paso 5. Calcule los coeficientes espectrales F)" del término no lineal.
Paso 6. Calcule la parte derecha de la ecuacién espectral (14.8).

Paso 7. Integre el sistema de ecuaciones (14.8) y obtenga los coeficientes espec-
trales en el nuevo paso tiempo. Los pasos 5, 6 y 7 se efectiian en el campo
espectral.

El uso del método de las transformaciones tiene varias ventajas: Algunas de ellas
son:

1. Facilitar la implementacién del modelo en el ordenador ya que se reduce
significativamente la informacién que hay que conservar en la memoria.

2. En la etapa de calculo, cuando se opera en el espacio de puntos de grilla, se
pueden incluir efectos no adiabaticos y otras parametrizaciones fisicas.

3. Ademas, con el uso de los métodos espectrales y semi-espectrales, no se
incurre en problemas propios del método de las diferencias finitas como la
difusiéon numérica.
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Modelos atmosféricos

Simulacién del campo de la nubosidad por el modelo climatico CCSM.

Tmagen tomada de http://www.cisl.ucar.edu/docs/asr2002 /images/ccsm.jpg
Cortesia del NCAR.

Después de una corta revision historica, en este capitulo se introdu-
ce y se utiliza el concepto de coordenada vertical generalizada. Con
ayuda de este concepto se discuten tres tipos de modelos: de ecua-
ciones primitivas, no hidrostatico y de simulacién climética. Algunas
de las obras recomendadas para consulta son Haltiner & Williams
(1980), Jacobson (1999), Pielke (1984) y las guias para el usuario de
los modelos CAM y MMb5.

228
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15.1. Revisiéon historica

Los modelos atmosféricos tienen su fundamento en las ecuaciones de la
dindmica de la atmosfera vistas en capitulos anteriores de esta obra. Como
ejemplo se puede citar el sistema de ecuaciones primitivas (4.35), (4.36),
(4.40), (4.42) y (4.43), derivadas en el capitulo 4. A este tipo de modelos
se volvera més adelante.

La primera experiencia en modelos atmosféricos, con resultados poco rea-
listas, estuvo asociada a la prediccién del tiempo (Richardson, 1922). La
predicciéon numérica del tiempo arrancé en forma a partir del ano1950 con
la implantacién de un modelo barotrépico de un solo nivel (Charney &
otros, 1950) y analizado en los capitulos 8, 13 y 14 de esta obra. Con ayuda
de este modelo se pronosticé la altura del geopotencial en la superficie de
500 hPa, mejorando el prondstico del desplazamiento de las perturbaciones
atmosféricas de escala sindptica, que en esa época se hacia por métodos
subjetivos (sindpticos).

Sin embargo, este modelo presentaba inexactitudes, como rapida retrogre-
sién de las ondas ultralargas, problemas con las condiciones ficticias de
contorno, imposibilidad de conversién de energia potencial en cinética de-
bido a su naturaleza barotrépica (no baroclinica), etc.

De manera independiente, en la antigua Unién Soviética se desarrolld el
modelo barotrépico y la subsiguiente generacién de modelos atmosféricos;
los modelos baroclinicos (Kivel, 1940). Estos modelos de 3 o més niveles se
basan en la aproximacion cuasi—geostréfica analizada en el capitulo 8.

En un modelo baroclinico se elimina la restriccion segin la cual el viento
no puede variar libremente con la altura, se pueden diagnosticar los movi-
mientos verticales y se permite el calentamiento diabatico de la atmosfera.
También se mejora la prediccién del geopotencial, y en consecuencia, el
desplazamiento de las perturbaciones sinépticas.

Estos modelos no contienen ondas gravitacionales ni actusticas, razén por
la cual se llaman modelos filtrados. Por tanto no se presenta inestabilidad
computacional y no se exige el uso de paso tiempo corto, limitante muy
severa en la época de la infancia de los computadores.

Estos modelos y los subsiguientes de la misma generacion, los modelos
de balance lineal y no lineal, contienen ecuaciones diferenciales elipticas
complejas de segundo y cuarto orden, de laboriosa solucién numérica. Por
esta razon, sucumbieron ante la arremetida de la siguiente generacion de
modelos atmosféricos: los modelos de ecuaciones primitivas. El desarrollo
de métodos numéricos mas avanzados como el método semi—implicito y el



230 15. MODELOS ATMOSFERICOS

método de separacién temporal (time splitting), los cuales permiten inte-
grar las ondas gravitacionales y actsticas, impulsaron el uso de este tipo
de modelos.

La popularizacion de los modelos basados en las ecuaciones primitivas men-
cionadas arriba mejoré ostensiblemente la prediccién del tiempo, es decir,
la capacidad de extrapolar el tiempo atmosférico hacia el futuro, a par-
tir de un estado inicial. Sin embargo, la prediccién del tiempo es bastante
sensible al estado inicial, que no siempre puede determinarse con suficiente
precision.

Casi simultdneamente con la prediccion del estado del tiempo aparecié la
simulacién climdtica (Phillips, 1956). El modelo de circulacién general de
la atmdsfera de Phillips era baroclinico, cuasi geostréfico. La simulacion
climdtica arrancé en forma en los anos 60 (Smagorinski, 1962), con un
modelo de ecuaciones primitivas.

En estos modelos, también llamados de circulacion global de la atmésfera, el
propésito es simular las condiciones medias que, aunque también requieren
de condiciones iniciales, caracterizan un estado medio o de equilibrio. Para
aprovechar mejor algunas propiedades del método espectral, los modelos de
circulacién global después de Smagorinski (1962) y hasta el presente, em-
plean las ecuaciones para la vorticidad y la divergencia, pero conservando
las ondas gravitacionales (mas no las acisticas). Como ejemplo de este tipo
de modelos, se puede citar el CAM (Community Atmospheric Model), el
ECHAM vy otros. Sin embargo, con la popularizacién del método de inte-
gracion numérica semilagrangiana, en los ultimos anos se viene retornando
a los modelos globales basados en las ecuaciones primitivas.

Para la prediccién del tiempo a escala regional y de mesoescala, se utilizan
modelos combinados: de ecuaciones primitivas y no hidrostéaticos. Ejemplos
de estos modelos pueden ser el WRF (“Weather Research and Forecasting”)
desarrollado por la Universidad de Pensilvania, el Instituto NCAR y otras
instituciones y el modelo RAMS (Regional Atmospheric Modeling System).
Un ejemplo de cada uno de estos tipos de modelos serd analizado durante
la siguiente exposicion de este capitulo. La derivacion de los modelos que se
analizaran mas adelante depende de la coordenada vertical usada, concepto
que se analizara en detalle.
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15.2. Aspectos basicos de los modelos
atmosféricos

Como se menciond inicialmente en el capitulo 5, en la construcciéon de un
modelo meteoroldgico intervienen varias etapas:

1. La resolucién del modelo 2. Eleccién de la coordenada vertical 3. El
modelo dindmico 6 ecuaciones fundamentales del modelo 4. La parametri-
zacion de los procesos fisicos 5. La solucién numérica 6. Los datos iniciales
y de contorno

15.2.1. La resolucién del modelo

La resolucion del modelo esta dada por la eleccién del paso de grilla. Por
lo regular un paso de grilla de cientos de kilometros corresponde a mode-
los climéticos y de varias decenas de kilémetros (90, 50, 30), a modelos
regionales y de mesoescala.

15.2.2. Tipos de coordenada vertical

En el capitulo 4 se introdujo el sistema de coordenadas isobéricas, donde la
presién representa el papel de coordenada vertical, el cual presenta algunas
ventajas especialmente en la escritura del sistema de ecuaciones. Sin em-
bargo este sistema, al igual que el sistema cartesiano original donde se usa
z como coordenada vertical, no es adecuado para representar la orografia
dentro del modelo, como se puede ver a continuacién.

En la figura 15.1a, las lineas paralelas representan la interseccién de las su-
perficies de igual altura con el plano de la figura. El relleno representa una
montana. Se puede notar que las lineas de igual altura intersecan la mon-
tana. Esto significa que en la grilla vertical del modelo atmosférico existen
algunos puntos cuya localizacién queda ubicada “dentro de la montana”.
Esta situacion es desconocida por el algoritmo del modelo, y seguramente,
se presentan problemas en el calculo. Dificultad similar presenta el sistema
de coordenadas isobaricas.

La situacién puede ser solucionada utilizando un sistema de coordenadas
isobéricas normalizadas o superficies sigma, introducido por Phillips (1962).

Este sistema usa como coordenada vertical la relacion

o=, (15.1)
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Figura 15.1. Representacién de las superficies a) de igual altura Z y b) isobdricas
normalizadas o superficies sigma.

donde p es presion y ps es la presion en superficie. Para cualquier punto
sobre la superficie de la montana (p = ps ), la férmula (15.1) indica que
o = p/ps = 1. Por eso, la superficie isobérica ¢ = 1 estard adherida a
la superficie de la montafia, como se observa en el la figura 15.1b. Hemos
entonces encontrado un sistema de coordenadas que soluciona el problema
de la no interseccion de las superficies isobaricas por la orografia.

Ademas, en el tope de la atmésfera, p = 0. Esto significa que el dominio ver-
tical en el sistema de coordenadas sigma va de 1.0 en la superficie terrestre
a 0 en el limite superior de la atmosfera.

A pesar de que las coordenadas sigma son mejores que las de presién cerca
de la superficie, son menos realistas en niveles altos de la atmosfera. Esto
se debe a que la orograffa tiene una fuerte influencia innecesaria sobre las
superficies con valor de sigma constante. Esta influencia, un poco exagerada
en la figura 15.1b, afecta incluso superficies no muy alejadas del suelo.

Para solucionar este problema, en la actualidad se usa un sistema hibrido de
coordenadas como el implementado por el modelo MM5 (Mesoscale Model),
esquematizado en la figura 15.6.

Antes de analizar el sistema de ecuaciones para una coordenada vertical
especifica, es conveniente introducir el concepto de coordenada vertical ge-
neralizada (para mayores detalles ver Haltiner & Williams, 1980).
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15.2.2.1. Coordenada vertical generalizada

En el sistema cartesiano de coordenadas, cada variable es funcién de x, vy,
z y t, lo cual se escribe como A(x,y, z,t). El uso de z como coordenada
vertical no es muy viable por razones que seran evidentes mas adelante. En
un sistema de coordenada vertical generalizada (, se quiere que z sea una
funcién simple de ¢ y en general de z, y, y t, o sea, z(z,y,(,t). Nuestras
dos representaciones seran equivalentes siempre y cuando, para cualquier
funcién A, se cumpla

A(fﬂ,y,Cvt) = A(ib,y,Z(ZL‘,y,C,t),t) (15'2)

(Ejemplo: para el caso trivial { = z en (15.2) tenemos: A(z,y,z,t) = A(z,y, 2(z,y, 2,t),t) =
Ay, z,1)).

En el lado derecho de (15.2) existe una funcién de otra funcién, efecto
que se debe tener en cuenta en las derivadas siguientes usando la regla
de derivaciéon en cadena. Para simplificar, con el simbolo s se representa
cualquier variable independiente z, y, o t. O sea que (15.2) se escribe

A(s, ¢) = A(s, 2(s, () (15.2a)
Por ejemplo, la derivada parcial por la variable s a lado y lado de esta
igualdad se escribe
0A 0A 0A 0z
) = (22 (= 15.
<6s>g (6$)z+ 0z (6$>g’ (15.3)

donde el subindice indica la variable que se deja constante en la derivacion,
en este caso, la coordenada vertical particular. De manera similar, derivando
por la coordenada vertical ambos lados de (15.2a),

04 _040:
o 0z 0¢
de donde 9A  0ADC
. 154
0z oC 0z (15.4)
Sustituyendo este tltimo valor en (15.3),
0A\  (0A 0AIC 10z
(5)c= (&) * 5o (3)e (15.5)

Esta expresion puede emplearse sucesivamente con s = x, s = y para formar
gradientes divergencias, etc. Por ejemplo, el gradiente horizontal de A se
escribe

L o 04D
V(A =VzA+ ?C&VCZ- (15.6)
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La divergencia del vector B se escribe

B=Vz-B+—2V(z. 15.7
V¢ Vz- B+ ac aZVCz ( )
Haciendo en (15.5) s = t, se obtienen las relaciones entre las derivadas
locales,
0A 0A 0AOC 10z
/) = (=== — (=) . 15.8
(81&)( (8t>z+848z<8t>g (15.8)
La derivada total o sustancial, en coordenadas (, se escribe
dA 0A g .0A
— == V- -VA+(—. 15.9
it ( ot )( HV-VeA+ G (15.9)

Con ayuda de estas expresiones se transforman las ecuaciones de la dindmi-
ca de la atmdsfera escritas en coordenadas (z,y, 2, t) en coordenadas (x,y, s, t).
Se empieza por trasformar el gradiente de presién. Sustituyendo A por p en
(15.6), multiplicando por el volumen especifico v y reorganizando términos,

. p
—aV,p=—aV¢p+ aa—ZVCz.

Para escribir el dltimo término de esta ecuacién se ha optado por suprimir
JC en el numerador y denominador. Utilizando la ecuacién de estatica y la
definicion de geopotencial ®, y multiplicando por —1, la dltima expresiéon
se escribe

aV.p = aVep + V¢o. (15.10)
La ecuacion vectorial para el movimiento horizontal se escribe
av . = S

donde, el lado izquierdo de esta expresién tiene el sentido de (15.9). La
ecuacién de estatica se trasforma con ayuda de (15.4), o sea,
dp dp 9¢

Dividiendo entre 0(/0z y utilizando la definicién de geopotencial,

dp 0%

La operacién que representa mas dificultad es obtener la ecuacién de con-
tinuidad, la cual se reescribe continuacion en coordenadas x, y, z:
ow

dlnp = =
. — =0. 15.1
o + V.- V+ 92 0 (15.13)
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Ahora se aplican, a los dos iltimos términos (los términos de la divergencia),
las igualdades (15.7) y (15.4), o sea,

¢ oV ow O¢

VoV s = Ve Ve o Ve e g

(15.14)

Ademads, utilizando la definicién de velocidad vertical y la de derivada total
(15.9),

w dz <3z

= E) F V. V<z+C

C

Derivando con respecto a ( esta expresion,

ow 8(82) — 0z OV = 8§62

; 0z
ac “ail\ac) TV VC@( ac Ve +aga<+cag(a¢>

Sustituyendo esta expresién en (15.14) y reuniendo términos semejantes,

9¢
0z

0 0
9z 0C

<6t+v Ve +<ag)a< ¢

Puesto que el primer factor en el término central del lado derecho es el
inverso del iltimo, entonces el término central es d(In(9z/9¢)/dt. Teniendo
en cuenta esta sustitucion, se combina la iltima expresién con la ecuaciéon
(15.13),
d(In p)
dt

¢
¢

Reuniendo derivadas sustanciales semejantes y aplicando la ecuacion de

+V T4 d n(0:/00) + 55 = 0.

estatica (recuerde que la gravedad g es constamte)7

¢

3 = (15.15)

d (mgc) +VV 4 2>

La ecuacién de balance de energia no cambia y se escribe como la derivada
sustancial para la temperatura potencial o la temperatura 7.

15.2.2.2. Sistema de coordenadas isobaricas

Veamos cémo se deriva facilmente este sistema a partir del sistema de coor-
denada vertical generalizada. Puesto que en este sistema ¢ = p (ecuacién
(1511)), Vpp = 0. (Esto se debe a que en este caso el gradiente de presién se calcularia
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sobre una superficie isobérica). Ademés7 8p/8p = 1; entonces las ecuaciones del
movimiento y estatica se escriben

i = L.

E:—Vpcbfkasz
od
9® _
Op

(Note que el gradiente del geopotencial por la superficie isobdrica si existe ya que a medida que

uno de desplaza por la superficie, o sea por x y y, cambia el geopotencial ® )

En la ecuacién de continuidad (15.15), el primer término se hace cero ya
que, para, ¢ = p; Indp/dp = 0. Entonces,

Vp V42— =0 (15.16)

15.2.2.3. Ecuacién de pronédstico para la presion en superficie

En los modelos meteorolégicos, por lo regular se construye una ecuacién
de prondstico para la presién en superficie. La obtencion de esta ecuacién
depende del tipo de coordenada vertical que se utilice. Por ejemplo, en el
sistema de coordenadas isobaricas, se supone que la presion en superficie
se conserva. O sea,

w, = s _ Ops
Sdt ot

donde V; es el vector plano de la velocidad en superficie. (Esta propiedad

+ Visﬁpsv

conservativa se puede explicar fisicamente diciendo que el peso de la columna de aire sobre la
superficie total de la Tierra no varfa). La velocidad vertical que aparece en el lado
izquierdo de esta expresion puede ser sustituida con ayuda de la ecuacién
de continuidad. En efecto, integrando la ecuacién (15.16) entre p = 0y

P = Ds,
Ps

Ws = — / Vdep.
0
Sustituyendo este valor en la ecuacion anterior,

dps
op

Ps
. = / v, Vdp. (15.17)
0

La dificultad del prondstico a través del tiempo de la presién en super-
ficie por la ecuacién (15.17) estd asociada a la imprecisién en el célculo
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del segundo término en el lado derecho, ya que la superficie irregular de
la Tierra en general no coincide con un nivel estandar del modelo. Esta
dificultad sera superada en el sistema de coordenadas que se introduce a
continuacién.

15.2.2.4. Sistema de coordenadas de presién normalizada

Para escribir el sistema de ecuaciones en el sistema de coordenadas sigma,
se debe tener en cuenta que, en la férmula (15.2), ps = ps(x,y,t). O sea, ps
no es funcién de z ni de o.

Sustituyendo p en (15.10) por su valor en (15.1), el gradiente de presién en
el sistema de coordenadas sigma se escribe

—aﬁzp = —aV,(ops) — ﬁgq).

Puesto que ong (Ups) = OZO'VpS (observe que la operacién se toma para o = const.)7
la ecuacién del movimiento en este sistema se escribe

Vv,V + zf%v = —Ve® — (0/p)Vps — fk x T+ F. (15.18)
ag

ov .

ot
(Observe que como ps depende de x y y, entonces aparece un término adicional en el lado
derecho, que no aparece en el sistema de coordenadas isobéricas). Puesto que Gp/aa =

8(0’]75)/80' = Ps (se tuvo en cuenta que ps no depende de o )7 la ecuacion de estatica
(15.12) se escribe

0P
_ s = U. 1 .1
9% +aps =0 (15.19)

Teniendo en cuenta que d(dInp/dc)/dt = d(p~'0p/dc)dt, y que Op/do =
ps, la ecuacién de continuidad (15.15) es

d - - 0o

—Inps +Vy, - V+—=0

dt do
Otra forma de esta ecuacién, la cual sirve de base para construir la ecuacién
de prondstico para la presion en superficie en este sistema de coordenadas,
se obtiene expandiendo el primer término:

10ps 1= G 0ps = - 0o
= —VVps + — V+-—-=0
Ds 3t+ps p+p580+v e

Multiplicando por ps, teniendo en cuenta que dps/dc = 0 (ps no depende
de o) y reorganizando términos,

Opso
Jdo

Ops

= 0. (15.20)
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En este sistema de coordenadas se pueden escribir las siguientes condiciones
de contorno;

En superficie: p = ps, (0 = 1),= ¢ = 0.

(Esta condicién se debe a que la componente horizontal de la velocidad en superficie debe ser

igual a ccro) .

En el tope del modelo,

Teniendo en cuenta estas condiciones se integra la expresion anterior y se
obtiene

1
B L
De —/V(psV)do. (15.21)
ot
0

La ecuacién de prondstico (15.21), para la presién en superficie en coor-
denadas o, tiene una forma mas simple que en el sistema de coordenadas
isobaricas. Esto se debe a mayor simplicidad de las condiciones de contorno
en este nuevo sistema. Ademas, en el sistema de coordenadas sigma, la
superficie de la Tierra coincide con el primer nivel del modelo.

Si en lugar de integrar la ecuacién (15.20) entre 0 y 1, se integra entre 0
y un nivel arbitrario ps, se obtiene la expresion para calcular la velocidad
vertical:

6113 +/§(ps\7)da’ = —ps0, (15.22)
0

g

0

donde ¢’ es una variable de integracién.

Una vez determinada la velocidad vertical &, esta se sustituye en la ecua-
cion del movimiento para evaluar su ultimo término en el lado izquierdo.
También se sustituye & en la ecuacion de la termodinamica.

15.2.3. El modelo dinamico

El modelo dindmico esta determinado por las ecuaciones dindmicas. Aunque
todos los modelos se basan en las mismas leyes fundamentales, el sistema
de ecuaciones varia de un modelo a otro en la forma de presentacién de las
ecuaciones y en las simplificaciones adoptadas.
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Por ejemplo, en algunos modelos climaticos, en lugar de describir el movi-
miento en forma de componentes horizontales u y v, se presenta en ecuacio-
nes para la vorticidad y la divergencia. En modelos de ecuaciones primitivas
(modelos hidrostaticos) se simplifica la tercera ecuacién del movimiento re-
duciéndola a la aproximacion hidrostatica. Por el contrario, los modelos no
hidrostaticos utilizan esta ecuacion para simular los procesos de convecciéon
profunda en la atmosfera.

15.2.4. La parametrizacién de los procesos fisicos

En el capitulo 5 se definié la parametrizacién de los procesos fisicos como
la expresion de algunas fuentes y sumideros en términos de las variables y
los parametros del modelo.

Estos procesos (transferencia radiativa, conveccién local, la turbulencia
etc.) suceden en tres medios bdsicos (aerosoles y gases atmosféricos, nu-
bes y la superficie terrestre) tal como se esquematizan en la figura 15.2
y en escalas, por lo general, inferiores a la longitud del paso de grilla del
modelo.

Gases y aerosoles

Nieve

Suelo Hielo

Figura 15.2. Medios en los cuales ocurre los procesos fisicos

Las nubes pueden ser: de tipo cumulus o de gran desarrollo vertical, y estra-
tiformes que ocupan una gran extension horizontal. La superficie terrestre,
por su parte incluye varios subsistemas como: el suelo la vegetacién, la
criosfera, la hidrosfera, el mar, etc.

La diferencia de temperatura entre diferentes tipos de suelo y entre la super-
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ficie terrestre y la atmdsfera, facilita el fenémeno de conveccién atmosférica,
y el mecanismo para distribuir el calor a toda la atmdsfera.

Los principales procesos fisicos que se parametrizan en los modelos at-
mosféricos son:

1. Procesos asociados con cambios de fase como; evaporacién, condensa-
cién, sublimacién, formacién de nubes y precipitacion sélida y liquida.

2. Flujos turbulentos de cantidad de movimiento, calor y humedad, y
transferencia turbulenta.

3. Procesos de absorcién, reflexion y esparcimiento de radiacién de onda
corta y emision de radiacion de onda larga.

Algunos de estos procesos se presentan en la Figura 15.3

Sublimacién L
Precipitacion

Remolinos

Radiacion neta turbulentos

Evaporacion
Radiacion neta

scorrentia superficial ﬂ ? ﬂ Sublimacion

Hielos marinos

N Flujo de calor Evaporacion
Cubierta vegetal

Drenaje

Figura 15.3. Procesos fisicos que se parametrizan en los modelos atmosféricos.
(Tomado de http://euromet.meteo.fr/courses)

15.2.5. La solucién numérica

Como se mencioné en el capitulo 5, la soluciéon numérica consiste en aplicar
un método numérico (capitulos 13 y 14) al sistema de ecuaciones del modelo
para obtener la solucién en el tiempo y en los puntos de grilla.
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15.2.6. Los datos iniciales y de contorno

Puesto que un modelo meteorolégico estd formado por un conjunto de ecua-
ciones en derivadas parciales temporales o de prondstico, se necesitan con-
diciones o un conjunto de datos iniciales para iniciar la prediccién o corrida
del modelo.

Para alimentar el modelo con datos iniciales se puede proceder de dos ma-
neras: utilizar un prondstico anterior o usar observaciones provenientes de
diferentes fuentes, como estaciones meteorologicas, boyas marinas, satélites
meteoroldgicos, barcos, aeronaves, etc. En la actualidad, para la predicciéon
del tiempo, se usa una combinacion de ambos procedimientos ya que el
pronéstico agrega al analisis, informacién sobre la evolucion dinamica del
sistema que se quiere modelar.

Al proceso de realizar control de calidad sobre los datos meteorolégicos
provenientes de diferentes fuentes e interpolarlos a los puntos de grilla se
le ha conocido tradicionalmente con el nombre de anélisis objetivo. Al pro-
cedimiento de combinar datos de observaciones nuevas, “frescas” con el
pronéstico de una corrida anterior, se le conoce como asimilacién de datos.

La interpolacién de los datos a los puntos de grilla se realiza a través de
métodos de interpolacién como aproximacién polinomial (Cressman, 1959),
interpolacién éptima, (Géndin, 1963), anélisis variacional, etc. La interpo-
lacién de datos sucede en un espacio de cuatro dimensiones; z, y, z y t por
lo que se conoce con el nombre de andlisis cuadri-dimensional de datos.

La idea basica de la asimilacion de datos consiste en tomar un prondstico
como primera aproximacién (first guess) y luego ajustarlo con las observa-
ciones como se puede comprender en el siguiente ejemplo.

Suponga que se elabora predicciones cada 12 horas y que se va a realizar
un andlisis para las 00 horas, hora internacional. Entonces se llevan a cabo
las siguientes operaciones:

1. Se toma el prondstico a 00 horas obtenido de la corrida del modelo que
se inicié partiendo del estado previo, 12 horas atrés (o sea con el andlisis
de las 12 horas del dia anterior) en calidad de primera aproximacién.

2. Los valores en puntos de grilla de este prondstico (por ejemplo de tem-
peratura) se interpolan a la estacién donde se origina la medicién.

3. Se diferencia entre el valor interpolado, o valor de prondstico, y el valor
actual observado durante las tres tltimas horas (observado entre las 21
y 24 horas del dia anterior).
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4. Esta diferencia se interpola de nuevo a los puntos de grilla y se usa como
dato inicial.

En la practica se busca minimizar la diferencia entre el valor de prediccién
y el valor observado, lo cual se puede conseguir aplicando teorias como de
control, de estimacién de probabilidades, andlisis variacional, etc., aunque
esto hace aiin mas complejo el proceso de asimilacién de datos.

15.3. Tipos de modelos atmosféricos

15.3.1. Modelos de area limitada: regionales
y de mesoescala

Los modelos regionales y de mesoescala son operativos, con un dominio
restringido, y se utilizan para la prediccién del tiempo a corto (1 a 3 dias)
y mediano plazos (7 a 10 dfas). En general, tienen una resolucién de 50
km aproximadamente, lo que permite una representacion mas detallada
del comportamiento de sistemas meteorologicos de escala sindptica que la
que proporcionan los modelos globales de menor resolucion. Estos modelos
incorporan ademas parametrizaciones fisicas avanzadas, lo que contribuye
a una mejor representacion de los procesos fisicos en el modelo.

En la actualidad existen varios modelos de este tipo: el modelo del Cen-
tro Europeo ECMWF (European Centre for Médium Weather Forecast),
el modelo canadiense MC2, el modelo ETA del servicio meteoroldgico de
los Estados Unidos, el modelo RAMS (Regional Atmospheric modeling Sys-
tem), el model MM5 (Mesocale Model), el modelo WRF (Weather Research
and Forecasting) y el modelo UKMO (United Kingdom Model).

La mayoria de los modelos atmosféricos estan habilitados para realizar
anidamiento, lo que les permite suministrar condiciones de contorno para
modelos con mayor resolucién por ejemplo el modelo de mesoescala. Me-
diante esta técnica de anidamiento, el sistema UKMO es al mismo tiempo
modelo global, regional y de mesoescala. La manera de anidar los modelos
en el sistema UKMO se observa en la figura 15.4.

En esta figura, la grilla de mayor resolucién (interna) corresponde al modelo
de mesoescala, la intermedia al modelo regional y la de menor resolucién
(externa) al modelo global.

Los modelos regionales y de mesoescala son muy sensibles a los valores
iniciales y ademas se les debe suministrar condiciones de contorno durante
todo el tiempo de la integracion. Las condiciones de contorno se toman por
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interpolacién desde el modelo global para el modelo regional y desde este
para el modelo de mesoescala.

Para analizar los aspectos fundamentales de un modelo particular, se to-
mara como ejemplo el modelo MM5, desarrollado conjuntamente por la
Universidad de Pensilvania y el NCAR (National Center For Atmospheric
Research).

Figura 15.4. Anidamiento de grillas: global, regional y de mesoescala en el modelo
UKMO.

15.3.1.1. La coordenada vertical en los modelos regionales y de
mesoescala

En el modelo MMS5, se usa como coordenada vertical (figura 15.6) una
expresion hibrida de tipo,
— P—Dpe :
bs — Pt
donde ps = ps(x,y,t) es la presién en superficie, y p; = constante, es la
presion en el tope del modelo. Esta variante de la propuesta por Phillips
(1956) se reduce a la coordenada vertical o estdndar haciendo p; = 0. (De
acuerdo con esta expresion, se puede decir que en la coordenada vertical usada en el MM5, la

presion en el tope del modelo no es cero sino un valor finito; p; = 10, 1, hPa, etc.). Denotando
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p* = ps — pt, la definicién anterior se escribe

D — Dt
pr

g =

(15.23)

15.3.1.2. Las ecuaciones del modelo MM5

Para la resolucién regional, las ecuaciones del MM5 se derivan en la for-
ma siguiente: escribiendo la ecuacién vectorial (15.18) por componentes y
multiplicando cada una de las ecuaciones por p*,

LO0u ou ou ou g@p ¢ B "
pat—i—pua —i—pva +paag— p(p8 a)+pfv+F(pu)
8 5 8 81}_ . g(()p 5’¢

Los términos difusivos F (p*u) y F(p*v) se entienden como funciones de p* y
de la componente horizontal respectiva del movimiento. Es preciso escribir
estas ecuaciones en forma de flujo. Es fécil verificar (recordando la derivada
de un producto de variables) que la parte izquierda de la primera ecuacién
puede escribirse

Ou L Ou . Ou Ou _ O(p*u)  O(p*uu) O(p*vu) O(p*ou)
T L ey T T P
_/op*  O(p*u)  O(ptv)  O(po)
u< T PR = ) (15.24)

Los cuatro términos dentro del ultimo paréntesis constituyen la ecuacién de
continuidad para una atmoésfera compresible; por definicién es igual a cero.
Entonces, utilizando un factor de escala m, las ecuaciones del movimiento
en el modelo MM5 se escriben

opru mg(ﬁ(p*uU)/m n 3(p*vu)/m) ~ O(prus)

ot oz dy do
—m *(Eap* + gi) +p* fv + F(p*u) (15.25)
32;? _ mz(a(p*;;f)/m N 8(29*;;1)/7%) B 8(%*;(’7 )
— mp (‘;%Z + gj) P fu+ F(p'v). (15.26)

El factor de escala m se debe a que, para solucionar las ecuaciones de la
atmosfera en un sistema de coordenadas cartesianas, es necesario proyectar
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la superficie esférica de la Tierra sobre un mapa plano. Para hacer esto, en
meteorologia a menudo se usan proyecciones cartogrdficas estereogrificas
polares. En este caso (Haltiner y Williams, 1980), m(y) = 2/(1 + senyp),
donde ¢ es la latitud del lugar. La ecuacion de la termodindmica se escribe
en la forma del primer principio para la temperatura en grados Kelvin,
similar a (4.42):

%
+p*i +p*Q— + Dr.
do PCp cp

(15.27)
En esta ecuacién, m(yp) es el factor cartogréfico, o es la coordenada vertical
v w es el homdlogo de la velocidad vertical. La ecuacion para la presion en
superficie se escribe en la forma (15.21), teniendo en cuenta la introduccién
del factor de escala m y el cambio de ps por p*:

o 0p*uT/m  Op*vT/m\  Op*Ts
ot m( ox * oy )

1

o op*u/m  Op*v/m

= = m/( et o )da. (15.28)
0

La férmula para el calculo de la velocidad vertical se escribe, expandiendo
en (15.22) el operador nabla e introduciendo el factor de escala m

(o
) 1 op* 2(3p*u/m 8p*v/m> ,
=—— —_— do’. 15.29
7 p*/(8t+m ox + oy 7 ( )
0
Una vez calculada la tendencia de la presién en superficie (15.28), se pro-
cede al calculo de la velocidad vertical, la cual puede ser utilizarse en las
ecuaciones de momento y de la termodinamica. Ademas, de acuerdo con la
definicién (15.23), el término w = dp/dt y se escribe

d*
w:p*d—i—J%,

en donde,

dp* _ op” op* | op

i = o +m(“ax ”ay)'

Para cerrar el sistema (15.25) a (15.29) se debe determinar el geopotencial
® utilizando la ecuacién de estética. Sustituyendo la ecuacién de estado en
la ecuacién (4.43) y aplicando la definicién (15.23) esta ecuacidn se escribe

9¢

S — 15.30
(o + pi/p") (15.30)

donde T, es la temperatura virtual.
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15.3.1.3. La parametrizacion de los procesos fisicos en el modelo
regional

Los proceso fisicos parametrizados en el modelo MM5 son la difusién ho-
rizontal, ajuste convectivo, la convecciéon profunda, la conveccién somera,
la capa limite planetaria y la radiacién atmosférica, La parametrizacion de
algunos de estos procesos se presenta en los siguientes capitulos.

15.3.1.4. La solucién numérica

Tanto en la discretizacién horizontal como en la vertical se utilizan dife-
rencias centradas o de salto de rana. En el plano horizontal, las variables
se discretizan en una grilla escalonada, llamada grilla de Arakawa tipo B
(staggered B grid), como la que se representa en la figura 15.5. De acuerdo

(IMAX, 1) . . . . . (IMAX, JMAX)

X X . ci(p, N X X X

y [ ] [ J [ J [ ] [ J q
x X X x X X

> [ ] [ J q
X X X X

T y [ [ J q
! X X X X

> [ ] [ J q
X X X X X X

) ° ° ° ° ° <
X X X X X X

(1, 1) - - - - - (1, IMAX)

J—»

Figura 15.5. Discretizacién horizontal, en forma de grilla escalonada de Arakawa
tipo B. La caja mas pequelia interna representa una grilla anidada correspondiente
a una relacion 3 : 1 entre la grilla madre y grilla hija.

con esta grilla (Mesinger & Arakawa, 1976), las variables presion en super-
ficie y temperatura se discretizan en los puntos de indices enteros 7, j y las
variables u, v en los puntos de indices medios i + 1/2, j + 1/2. Para hallar
el valor en un punto donde no estd definida, se utiliza un valor medio con
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ayuda del operador

T

1
aij = j(ai7j+1/2 +aij-1/2), (15.31)

donde a es una variable cualquiera (p*, T u o v). De manera similar se define
el operador por el eje y, @¥ Ademds, de la misma forma como se define
un promedio simple entre dos valores, se puede definir también promedios
multiples:

Y

PR

—xy 7=\ Y —zyy _ =z Y
a; j =(a )i,j’ a =a

Se define también un operador de diferencias finitas:
az = (4172 — @i j—1/2)/Ax.
Con ayuda de estas definiciones, la primera ecuacién del movimiento, por
ejemplo, se discretiza de la siguiente manera:
vy yx

* . 5 . T
Oat _ (ﬁ"”pidu ) +(ﬂyp7dv ) —(pf,u”gxy>
ot m T m Yy o

77 LY mpj; Y " y Py e

+pg fv+ D(pju)

El primer paréntesis en el primer corchete se deriva por x y el segundo por
y. Estos dos términos constituyen la adveccién en x y y, respectivamente.
En el primer término, la velocidad de adveccion w * se promedia en z.
El producto pju ose prgnedia primero en z, después en y y luego de
nuevo en y. Ademas, p}; = P* " se ha promediado, en z y y previamente.
De manera similar se escribe la ecuacion para la segunda componente del
movimiento. La justificacién de la utilizacién de los triples promedios se
discute en Anthes (1977).

El dominio vertical se divide en k& + 1 niveles desde ¢ = 0 en la frontera
superior (p = p;) hasta 0 = 1 en la superficie de la Tierra (p = ps), como se
muestra en la figura 15.6. En la vertical, las variables también se calculan
de forma escalonada. Para hallar valores medios de variables en puntos de
k entero, se usa la férmula

20 — A1/2(0k — Op_1/2) + ap_1/2(0k11/2 — Ok)
(Okt1/2 — Ok—1/2)

)

mientras que para hallar valores de variables en niveles correspondientes a
k+1/2, se utilizan férmulas semejantes a (15.31).
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P, 6=0
e
2 0.1
23 T
3 0.2 G, w
3o e e uv,T,qp
4 0.3
"
5 0.4
53
6 0.5
0.6
7
8 0.7
9 078
10 084
11 0.89
12 093
13 096
16 1.00 Py 0=1

Figura 15.6. Discretizacién vertical. El ejemplo es para 15 niveles. Las lineas pun-
teadas representan los niveles sigma medios; las lineas sdlidas, los niveles sigma
enteros. Tomado de Kiehl & otros (1996).

La tendencia de la presién en superficie se calcula integrando por todos los
niveles (KMAX) de espesor do (k).

Para la solucion temporal, se combina el método de separacién temporal
(time splitting), con algunos métodos explicitos en el modelo hidrostético,
y semi-implicitos en el modelo no hidrostatico. La necesidad de utilizar
el método de separacién temporal se debe a que, en el modelo hidrostati-
co, algunos términos describen ondas de gravedad externas, las cuales se
desplazan con maés rapidez que las demaés. En consecuencia estos términos
deben ser separados de los restantes y calculados con mas frecuencia. Se
escribe, entonces, un sistema de ecuaciones reducidas:
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i (Uap ):Su
8pv mp* ;aapy ):Sv

donde las tendencias S, Sy, las cuales se consideran constantes durante el
paso tiempo At, contienen los deméds términos de (15.25) a (15.28), despre-
ciados en estas ecuaciones reducidas. Después de separar los términos, el
método de separacién temporal consiste en resolver las ecuaciones reduci-
das durante un intervalo que comprende varios subpasos de tiempo d7. Sin
embargo, en el modelo hidrostatico, el MM5 utiliza otra técnica més efi-
ciente, propuesta por Madala (1981), la cual consiste en calcular, con pasos
pequenos, unos términos de correccién con los cuales deberd ser ajustado,
el resultado del cédlculo de la adveccién, realizado con el paso tiempo grande

At.

15.3.2. Modelo de mesoescala

El modelo de mesoescala constituye el siguiente grado de complejidad, des-
pués del modelo regional. Una de las diferencias més destacadas entre los
modelos de mesoescala y los regionales es que los primeros incluyen la terce-
ra ecuacién del movimiento, lo que los convierte en modelos no hidrostaticos
(capitulo 5). La consideracién de una ecuacién de prondstico para la com-
ponente vertical (tercera ecuacién del movimiento) permite una simulacién
més realista de la conveccién atmosférica de la formaciéon de nubes y preci-
pitacién, y de los procesos de cambio de fase en general. En el principio, los
modelos no hidrostaticos se desarrollaron con aplicacién en problemas de
fisica de nubes. El primer modelo tridimensional no hidrostatico publicado
es probablemente el trabajo de Steiner (1972). Importantes contribuciones
en este campo se deben a Cotton (1972), Wilhelmson (1978). Una intere-
sante monografia en este campo es la de Kiselnikova & otros (1987).

Como es usual en este tipo de modelos, en la versién no hidrostédtica del
modelo MM5, las variables termodindamicas se descomponen en un valor
medio mas una fluctuacion:
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p(x,y,2,t) = po(z) + p'(z,y, 2,1)
T(z,y,z,t) = To(z) + T'(z,y, 2, 1)

p(z,y,z,t) = po(z) + p'(x,y,2,1).

La fluctuacién de la presion interviene en las ecuaciones del movimiento.
La ecuacién de prondstico para la presién en superficie se escribe para la
fluctuacién de la presién. La fluctuacién de la temperatura interviene en la
componente vertical del movimiento y el valor medio de la densidad inter-
viene en la tercera componente del movimiento, la ecuacién de la presion, la
temperatura y en el cdlculo de la velocidad vertical. Para mayores detalles
sobre la matemdtica del modelo, ver por ejemplo Grell & otros (1995)

15.3.2.1. La parametrizacion de los procesos fisicos en los
modelos de mesoescala

A diferencia de los modelos hidrostaticos, como se mencioné anteriormente,
en los modelos no hidrostaticos es posible considerar la estructura discreta
de las particulas que componen las nubes y la precipitacién a través de lo
que se denomina microfisica explicita.

La parametrizaciéon de la microfisica explicita ha sido implementada con
éxito en varios modelos como el RAMS, el MM5, el MC2 y otros. En esta
parametrizacién los campos nuboso y de precipitacion se consideran com-
puestos por varios tipos de hidrometeoros como agua de nube, hielo de
nube, agua de lluvia, pedriscos de hielo, granizo etc.

En cada una de estas categorias las particulas se consideran distribuidas
de acuerdo con una distribucién prescrita. La evolucién de estas categorias
en el tiempo se simula con ayuda de ecuaciones de prondstico escritas para
uno o dos momentos de la distribucién.

15.3.3. Modelos climaticos

El modelo climéatico simula el comportamiento de la atmésfera para largos
periodos: desde un mes hasta cientos de anos. Los modelos climaticos son
importantes porque permiten inferir desde ahora los cambios en el clima
que se puedan presentar en un futuro cercano o relativamente lejano.

Debido a su importancia, existen varios organismos dedicados al estudio del
cambio climatico y la simulacion climatica. Entre ellos estan el centro de



15.3. TIPOS DE MODELOS ATMOSFERICOS 251

Hadley, el instituto NCAR, el ECMWF, el GFDL (General Fluid Dynamics
Laboratory), el GLA (Goddard Laboratory for Atmospheres), el IRI (In-
ternational Research Institute), el IPCC (International Panel for Climate
Change).

Los modelos climéticos se diferencian de los modelos de prediccién del tiem-
po en que al integrar para largos periodos, el modelo climatico rapidamente
”se olvida”de las condiciones iniciales, siendo el forzamiento de contorno (la
temperatura de la superficie del mar por ejemplo) lo que influird en la forma
en que evolucionara el clima simulado.

La representacién de la radiacion solar, de los procesos en la superficie de la
Tierra y la circulacién oceanica son los factores que determinan la calidad
de un modelo climético.

Incluso si s6lo interesa el clima de una regién particular del globo, la na-
turaleza del sistema climatico requiere que un modelo de clima tenga un
dominio global. Para perfodos mayores, por ejemplo de unos pocos dias,
la circulacién en un punto del globo se vera afectada por las variaciones
acaecidas en otras regiones, incluso en el hemisferio opuesto. De hecho, los
modelos climaticos son una herramienta fundamental en la comprension de
cémo las variaciones de la circulacién en un sitio pueden afectar el clima
de localizaciones remotas.

Los modelos climaticos pueden emplearse como

1. Herramienta de investigacion. En este caso el modelo climéticos sirve
para proporcionar informacién detallada de cémo varios procesos at-
mosféricos interacttian a la hora de generar una circulacién observada y
de cémo funciona el clima en general.

2. Prediccién estacional de patrones y tendencias (en lugar de prediccién de
valores diarios). En este caso se busca responder con el modelo climético
a preguntas como, jestara la precipitacién por encima o por debajo de
lo normal?

3. Prediccién climatica. Una de las principales aplicaciones de los Modelos
de Circulacion global, MCG, es intentar predecir como puede afectarse el
clima de la Tierra en el futuro debido a cambios en la constitucién quimi-
ca de la atmésfera (incremento de gases de invernadero, por ejemplo).
Aunque atun existen muchas incertidumbres acerca de estas predicciones,
ellas proporcionan las mejores estimaciones disponibles sobre el cambio
climatico. A medida que los MCG van siendo més sofisticados, también
aumenta la confianza en las predicciones.
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La resolucién en los modelos climaticos es de unos cientos de kilémetros.
Para la solucién numérica, algunos modelos climaticos emplean diferencias
finitas. Otros prefieren usar la técnica espectral. Algunos modelos, en lugar
de las componentes u y v del movimiento, utilizan las ecuaciones para la
vorticidad y la divergencia, con lo que aprovechan mejor las ventajas de la
técnica espectral.

15.3.3.1. Configuracion del modelo climatico

Un modelo climético puede ser de solo atmosfera o puede estar acoplado
con un modelo ocednico. En los modelos atmosféricos la temperatura de
la superficie del mar es fija o puede variar en forma realista durante todo
el periodo de la integracion. En el caso de un modelo acoplado océano-
atmosfera, el modelo ocednico predice cambios en la temperatura superficial
del mar y puede reaccionar a cambios de la circulaciéon atmosférica. Un
modelo acoplado es vital para la prediccién del cambio climatico.

15.3.3.2. Parametrizacion de los procesos fisicos en los MCG

Los MCG deben simular los procesos atmosféricos de la forma mas detallada
y realista posible.

Existen discrepancias acerca de la forma en la que las nubes, los gases y
los aerosoles afectan el balance radiativo terrestre y por tanto el clima.
La magnitud del efecto invernadero producido por el vapor de agua sigue
siendo un tema de debate; asi mismo aumenta el papel de las nubes en
los modelos climaticos, debido quizad a la gran incertidumbre que existe
en la prediccién del cambio climatico. En consecuencia, es esencial que un
modelo climatico tenga una parametrizacién adecuada de la radiacién y que
interactie con las nubes, los gases atmosféricos y aerosoles modelizados.

Es muy importante hacer representaciones realistas de los procesos que
ocurren cerca de la superficie terrestre en los modelos climaticos, debido al
papel de la superficie al absorber la radiacion y transferirla a la atmosfera.
El ciclo terrestre del carbono es también una parte importante del sistema
climatico, porque la vegetacion responde a cambios en el didxido de car-
bono atmosférico. Por tanto, tiene el potencial de alterar sustancialmente
el clima. En consecuencia, un modelo de vegetacion interactivo deberia ser
parte del MCG para usarlo en la predicciéon del cambio climéatico. La re-
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presentacién de los océanos es otra componente importante de los modelos
climdticos. La enorme capacidad calorifica de los océanos y la escala tan
grande de redistribucion de calor debido a su circulacién, los convierte en
una parte crucial del sistema climéatico. El creciente aumento de gases tra-
za en la atmésfera conduce a un calentamiento radiativo de la superficie
terrestre, la mayor parte del cual es absorbido por los océanos. Uno de
los principales factores para la determinacién de la magnitud y el tiempo
de un cambio climético transitorio, también conocido como variabilidad
climética, es la razon a la que se calienta la superficie del océano, determi-
nada por la circulacién detallada y los procesos de mezcla del océano. Los
océanos son también un sumidero masivo de carbono y absorben una frac-
cion significativa de las emisiones antropogénicas de didxido de carbono, un
importante gas invernadero. Este proceso también necesita ser modelizado
para mejorar las predicciones del cambio climético mediante MCG.
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Parametrizacion de la
conveccion y la precipitacion

Imagen tomada de Imagen tomada de
http://www.photolib.noaa.gov/mvey /mvey0355.htm

Cortesia del NOAA.

La parametrizacion de la conveccion y la precipitacion es uno de
los temas mas cambiantes en el modelamiento atmosférico. En es-
te capitulo se describen dos métodos: el conocido inicialmente como
método de Kuo y el método de parametrizacién de Arakawa & Schu-
bert. Algunas de la obras que pueden ser consultadas son: Haltiner
& Williams (1980), Kasahara (1996) y las gufas para el usuario de
los manuales de los modelos CAM y MMb5.

254
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16.1. La parametrizacion cimulus

Si en puntos de grilla de un modelo atmosférico aparecen gradientes su-
peradiabaticos, lo que indica que en la atmésfera estd estableciéndose una
estratificacion inestable, se pueden desarrollar fuertes corrientes verticales
(capitulo 7) lo cual arruinarfa el prondstico realizado a escala sindptica.

Ademas, gradientes inestables no pueden permanecer por largo tiempo en
la atmosfera. Por eso, esta inestabilidad atmosférica tiende a ser removida
por la actividad ctumulus.

Desde el punto de vista numérico, las nubes cimulus se desarrollan en
escalas muchas veces inferiores a la escala del modelo (distancia entre dos
puntos de grilla), lo que harfa pensar que podria despreciarse el efecto
de una nube aislada. Sin embargo, estas nubes a menudo se organizan en
grupos de escala comparable con la escala sindptica; por lo tanto, el modelo
no puede despreciar su efecto.

La parametrizacién cimulus es un problema multiescalar. Ademas, tiene
que cuantificar en los puntos de grilla el efecto de la escala cimulus y con la
dificultad adicional de que la informacion requerida para esta cuantificacién
solo puede obtenerse en los puntos de grilla.

Desde el punto de vista tedrico y de estudios experimentales, se confirma
que la liberacién de calor latente contribuye a fortalecer la dinamica; por
ejemplo, la circulacién de tipo ciclénico en un huracan tropical. El mecanis-
mo que produce calor latente en la atmdésfera es la conveccion atmosférica y
el proceso de formacion de nubes. Por esta razon, es conveniente mencionar
algunas caracteristicas de la formacién de nubes en la atmosfera.

Desde el punto de vista dinamico, existen dos tipos de formacién de nu-
bes considerados en los modelos atmosféricos. Uno es la formacién de una
extensa capa horizontal de nubes estratocimulus de pequena extension ver-
tical, producido en general, por un enfriamiento radiativo nocturno, bajo
una estratificacion estable. Estas nubes ocupan grandes extensiones en las
regiones orientales de los océanos, Atlantico, Pacifico e fndico, y durante el
invierno en la regién central artica. Un conocimiento més detallado de este
tipo de nubes puede ser consultado en Cotton & Anthes (1989). Las lluvias
causadas por este tipo de nubes se conocen con el nombre de precipitacion
de larga escala.

Si la atmésfera es estable pero supersaturada en los modelos atmosféricos,
el campo de la humedad se lleva a la saturacion y el remanente de humedad
se convierte en precipitacion. Ademas, se ajusta el campo de la temperatura
para reflejar el calentamiento por liberacién de calor latente.
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El segundo tipo son las nubes convectivas, debido al enfriamiento por expan-
sion adiabdtica o convectiva. Las nubes convectivas son de gran extensién
vertical; para desarrollarse necesitan una estratificacion inestable o convec-
tiva, llamada inestabilidad condicional, la cual es muy frecuente en la Zona
de Convergencia Intertropical mencionada en el primer capitulo de esta
obra.

En los esquemas de parametrizacion cimulos como los de Kuo y Arakawa
& Schubert, los cuales serdn analizados méas adelante, la nube se idealiza
como un chorro estacionario similar al introducido en el capitulo 7. Dentro
de este esquema, los fenémenos més relevantes, (figura 16.1) son condensa-
cién (C) dentro de la nube, evaporacién (E), fuera de ella, arrastre de aire
subsaturado hacia dentro de la nube (A), expulsién de aire saturado (E) y
subsidencia (S).

Desde la perspectiva de un modelo dindmico, una nube tipo cimulus puede
ser caracterizada por corrientes ascendentes de aire saturado, donde tiene
lugar calentamiento por liberacién de calor latente producido por la con-
densacién en el interior. En el espacio de aire no saturado, o sea fuera de la
nube, puede tener lugar enfriamiento provocado por la evaporacion. Este
también sucede debajo de la nube debido a la evaporacion parcial o total
de gotas de precipitacion y puede estar asociado al fenémeno de arrastre de
aire subsaturado hacia dentro de la nube. El calentamiento interno puede
ser utilizado para el desarrollo sucesivo de la nube; por eso tiene carécter
desestabilizador, mientras que el enfriamiento externo o subsidencia tiene
cardcter estabilizador en la atmdsfera. Como resultado de la Conveccién

: Expulsion de aire saturado

AL Arrastre de aire subsaturado

S Subsidencia

Figura 16.1. Esquematizacién de una nube de considerable desarrollo vertical.

se produce un calentamiento neto de la troposfera media donde prima la
condensacién y un enfriamiento de la troposfera baja, donde predomina la
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evaporacion. Aunque, la distribucién del calor latente con la altura es im-
portante, el calentamiento neto de la atmésfera depende solo de la cantidad
de precipitacién que alcanza el suelo. Esto, a grandes rasgos, son los efectos
que los modelos de grande escala desean parametrizar.

16.1.1. Ecuacién de prondéstico para el contenido de vapor
de agua

En el capitulo 5 se present6 una forma de escribir la ecuacién de transporte
para el vapor de agua. Esta ecuacion puede ser obtenida a partir de la ecua-
cién de balance (9.6). En efecto, introduciendo la densidad en la derivada,
en la parte izquierda de esta ecuacién, teniendo en cuenta que, de acuerdo
con la ecuacién de continuidad, la derivada sustancial de la densidad es
cero y escribiéndola en forma de flujo, se tiene

Tl
dpa _ _ Opav; dpa'v; 4T
ot 6l‘j B:ch
Escribiendo el escalar a (capitulo 9), como la concentracién de masa para

el vapor de agua, a = p,/p = q,, donde ¢, es la relacién de mezcla, esta
ecuacion se escribe

Ipay __dpavv;  OPhv; 4

81& al‘j 8$j ’
Los donde I, representa las fuentes y sumideros para la relacién de mezcla.
Aplicando la regla de la derivada de un producto y reuniendo términos

semejantes,

(aqv 8(]vvj)+qv(ap 8/)) :_WJJ_

ot " ox; at "o, oz,

Sustituyendo en el segundo paréntesis en el lado izquierdo a dp/0t, de
acuerdo con la ley de continuidad (4.12),

0qy ~ 0quv; ov; 8PQ€;U;‘
P( )— P = ———— + 1.
ot Ox; Ox; Ox;j
Finalmente, escribiendo esta ecuacién en la forma tradicional por coorde-
nadas x, y, z y dividiendo entre la densidad,
ol 1
% aqvu 4 8%1) T 8q'uw —q divi — iapqvv]
ot oz Qy 0z p  Ox;
donde S = I/p. La expresion (16.1) representa la ecuacién de prondstico

para la relacion de mezcla del vapor de agua en forma de flujo y su escritura
es similar a la utilizada en el modelo MM5.

+ S, (16.1)
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16.2. El método de kuo

Bajo el nombre de el método de Kuo se entiende tanto las versiones origina-
les Kuo (1965), 1974) como las modificaciones posteriormente introducidas
por Anthes (1977), Krishnamurti (1983), Molinari (1982), Cotton y An-
thes (1989) y otros autores. El método de Kuo disefiado inicialmente para
el modelo de un huracén, asume que la conveccién cimulus ocurre en ca-
pas profundas de inestabilidad condicional, y donde tiene lugar abundante
convergencia de humedad.

En este método, la nube o columna ascendente de base unitaria es alimen-
tada en su base por convergencia de humedad de gran escala y evaporacién
desde la superficie del mar. Solo parte de esta humedad total se condensa y
precipita; la restante, va a engrosar el contenido total de humedad dentro
de la columna.

En términos matematicos, el método de Kuo puede ser derivado a partir de
la ecuacién de balance (16.1). Considerando la atmdsfera incompresible, con
el objeto de eliminar el primer término en el lado derecho y en coordenadas
isobaricas, esta ecuacion puede escribirse

dqy = Jquw 1 Opglw’
V.q, V =——
ot TV op p Op

+(C—€),

En donde V es la velocidad horizontal del viento, w es la velocidad vertical
en coordenadas isobaricas, ¢ es condensacién por unidad de masa y e es
evaporacion. Multiplicando ambos lados de esta igualdad por la gravedad
g e integrando desde la presion en superficie hasta el tope de la atmosfera
(p = 0) se puede escribir formalmente

Sqv+ M+ E =

Q|

/(c —e)dp. (16.2)
0

En esta ecuacién el primer término en el lado derecho

p
1 [ gy
g ot
0

Sqv =

dp,

es el almacenamiento de vapor de agua en el punto de grilla. El segundo
término

1 r =
M = —g/V~qUVdp, (16.3)
0
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Es la convergencia horizontal de humedad integrada verticalmente y E es
la tasa de evaporacién desde la superficie,

s*

1 —
E = _E(%w/)p

Un momento clave en la parametrizacién de Kuo es determinar la porcién
de humedad que se condensa y precipita, y la restante que va a engrosar el
contenido de humedad de la columna de aire. Para hacer esto, Kuo (1974)
asume que una fraccién (1 —b) de la convergencia total de vapor My, o sea
(1 —b)M;, se condensa y precipita mientras que la fraccién restante bM; se
almacena e incrementa el contenido de humedad de la columna.

Bajo esta suposicion, sustituyendo ¢c—e = C* en el lado derecho de (16.2) e
igualando este término a la fraccién que se condensa y precipita mencionada
arriba, se obtiene

/C’*dp = (1-"b)gM, (16.4)
0

Sobre la determinacion del pardametro b se ampliard mas adelante. Otro
aspecto fundamental en la parametrizacién de Kuo es la introduccién de
una funcién de distribucién vertical N(p) a través de la siguiente igualdad:

* _ (1 - b)th
O = Y

En donde N(p) es la funcién de distribucién que debe satisfacer la condicién

(p) (16.5)

/N(p)dp = /N(p)dp =pp— Dt (16.6)
0 Pt

La ecuacién (16.5) puede ser obtenida realizando la integracién indicada en
(16.4) y requiriendo el cumplimiento de la condicién (16.6).

Si la condicién (16.6) es satisfecha, entonces la tasa de calentamiento con-
vectivo en la columna debe igualar a la energia de calor latente producida
por condensacién del vapor de agua y removido como precipitacion, mas el
flujo de calor sensible producido por evaporacion en superficie.

Segin lo expuesto y de acuerdo al concepto de paramerizacion definido en
el capitulo 5, el efecto de la conveccién en la ecuacién de la termodinamica
usada en el modelo MM5 se escribe
op*T op*uT/m  Op*vT/m op*To
L0 fm . Op /)_p N

ot Ox Jy do

* w *L’U
p*— +p*—Np(o)(1 —b)gM; + Dp. (16.7)
PCp cp
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La ecuacion de transporte de vapor de agua en este mismo modelo se escribe

L00'q),

g _ _mg(ap*uqu/m L Tvge/m L

ot ox oy

) +p*bthNm(U) +p + qu

(16.8)
Falta solamente explicar como se determinan el pardametro b, la funciones
de distribucién vertical Ny (o) y Ny, (o) v la divergencia del flujo turbulento
vertical de vapor de agua (penﬁltimo término en el lado derecho de la ecuaciéon anterior) .

16.2.1. Determinacién del parametro b

De acuerdo a Anthes (1977), Grell (1995), b es una funcién de la humedad
relativa media RH en la columna

b=2(1— RH), para RH > 0.5y b =1 en los demés casos.  (16.9)

16.2.2. calculo de las funciones de distribucion vertical de
calentamiento y humedad

Para el calentamiento vertical se asume un perfil parabdlico de tipo
Ny(0) = ayIn® o4-as Ino+as, (Ny(0) = 0, para o = o, y 0 = o), (16.10)
en donde aj, a2 y ag son constantes y los subindice b y ¢ indican base y

tope de la nube respectivamente.

La funcién de distribuciéon de humedad se calcula como

Nnlo) = = (1 = RH(0)gv5(0)) (16.11)
J 11— RH(0")]gys(c")do’

Ot

16.2.3. Calculo del flujo turbulento de vapor de agua

Para el cédlculo del perfil vertical del flujo turbulento de vapor de agua se

asume que las nubes convectivas cubre un area pequena y que la velocidad

vertical dentro de la nube ¢, es mucho mayor que la velocidad de larga

escala. Bajo estas suposiciones, el flujo turbulento de vapor de agua se
escribe

ds'q, a0

do 1—ado

[0e(que — @), (16.12)
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en donde g, es la relacién de mezcla dentro de la nube). De acuerdo a
Anthes (1977), el cubrimiento fraccional de nubes a se calcula como

(1 —b)ghM,

Para el célculo de la velocidad vertical dentro de la nube ¢, y la diferencia
(Guve — qv)], también se asume perfiles parabdlicos (Grell 1995).

En resumen, para aplicar el método de Kuo en el modelo MM5 se ejecutan
los siguientes pasos:

1. Célculo de M; con ayuda de (16.3).

2. Célculo del pardmetro b por la férmula (16.9).

3. Verificacién a través del perfil vertical, en el punto de grilla, de la exis-
tencia de inestabilidad condicional.

4. Célculo de los flujos verticales normalizados Ny (0) y Ny, (o) a través de
relaciones experimentales (Grell 1995) (16.10) y (16.11) respectivamente.

5. Célculo de 7 y gue — qv a través de perfiles parabdlicos que obtenidos a
través de relaciones experimentales.

96q),
Jo

7. Ajuste, con ayuda de estos valores obtenidos, de los campos de tempe-
ratura y humedad en las ecuaciones (16.7) y (16.8).

6. Calculo de

con ayuda de (16.12).

16.3. Parametrizacion de Arakawa & Schubert

16.3.1. Descripcién general

El método de Arakawa y Schubert (AS) es una teoria de interaccién de
larga escala entre un conjunto de nubes y el medio ambiente.

Si la atmésfera se encuentra en equilibrio, se establece una condicién de
estabilidad. Sin embargo, debido por ejemplo al calentamiento diferencial
del Sol, el medio genera inestabilidad condicional, Esta accién se puede de-
nominar desestabilizadora. Por su parte, la conveccion resultante calienta
el medio en su interior por liberacion de calor latente y enfria el del exterior
por evaporacién, asi como a través del fenémeno de la subsidencia. Por esta
razon, la accién de la actividad convectiva sobre el medio es de tipo restau-
radora. La parametrizacion AS trata de acoplar la accién desestabilizadora
del medio con la accién restauradora de la convecciéon cumulus.
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Desde el punto de vista operativo, la parametrizaciéon AS se realiza en tres
etapas: control estdtico, el cual determina las propiedades termodindmicas
de la nube; control dindmico, el cual determina el efecto del medio ambiente
sobre las nubes cimulos; y la retroalimentacion (Feedback) o efecto de las
nubes cimulus sobre el medio ambiente.

El método de AS se fundamenta en el uso de dos conceptos importantes: la
energia de instabilidad y la pluma & chorro estacionario, introducidos ambos
en el capitulo 7. El primero se utiliza en el control estatico; el segundo, en
el control dinamico.

En la parametrizacién original de AS, se consideraban solo columnas as-
cendentes a partir del nivel de condensacién. También contenia ecuaciones
para el aire debajo de la nube. En las versiones actuales de esta parametiza-
cion, se consideran columnas ascendentes y descendentes. Por simplicidad,
en esta exposicion solo se consideraran columnas ascendentes por encima
del nivel de condensacién haciendo anotaciones en los puntos donde esta
teoria se puede generalizar para columnas descendentes.

16.3.2. Control estatico

En esta etapa se describe el modelo de nube utilizado en la parametriza-
cién de AS. Para desarrollar la parametrizacién, AS considera un conjunto
(ensemble) de nubes formado por subconjuntos (sub-ensembles) o tipos de
nubes (columnas ascendentes), caracterizadas por un parametro A, que a
su vez se asocia al arrastre o al tope de la nube.

Las caracteristicas termodindmicas de las nubes son simuladas en la para-
metrizacién AS con la ayuda de un modelo de pluma o ecuacién de balance
compuesta por arrastre de aire himedo hacia dentro del chorro o columna
ascendente y expulsién de aire saturado hacia fuera de la columna.

En el capitulo 7 se introdujo el concepto de arrastre, que para una columna
ascendente se escribe

1 dmg(z)
ma(z) dz

donde myg(z) representa el flujo de masa y u, el arrastre fraccional. Esta
férmula puede generalizarse con facilidad cuando se considera arrastre de
aire humedo hacia dentro de la pluma y expulsion de aire saturado hacia
fuera de ella. Para hacerlo; el arrastre total en la columna de aire ascendente
se escribe
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M—n&@&@@—w$@<%mak‘ml(&K@L—“wﬂ%’
(16.14)
donde

(1t = R e (e =)

flaa = me(z)\ 0z fas = ma(z)\ 0z

son arrastre hacia dentro de la nube y expulsion hacia fuera de ella, respec-
tivamente. De manera similar se define el arrastre total en una columna de
aire descendente.

Considere un chorro estacionario con arrastre por la base y los costados, y
expulsion por el tope, similar al de la figura 7.3. Para una variable arbitraria
«a dentro de esta columna de ascenso, es valida la siguiente ecuacién de
balance:

Omaag  (OmgY _ omy

0z (02 )f‘“‘( 02
donde el primer término en el lado derecho corresponde al arrastre de aire
himedo dentro de la columna; el segundo, a expulsién de aire saturado hacia
fuera. Desarrollando la derivada en el lado izquierdo, dividiendo entre m,,
y transponiendo términos,

) ag + 1,

- 0z 0z

dz  mg 0z Mg

Oay, &((%na 1 (5‘ma)aaa_ 1 (5‘ma)saa+i.

Mg

Sustituyendo el primer término en el lado derecho, de acuerdo con (16.14),
y reduciendo términos semejantes,

o =l ) (G B+ (G )
- (L

me 0z

1
)aa+—:>
s Mg

day, _ I

. = /’Laa(aa - 04(1) + —.

0z Mg
De manera similar se puede obtener la ecuaciéon para una variable arbitraria
dentro de una columna de aire descendente.

A partir de esta ecuacién general se pueden obtener las ecuaciones de un
modelo de pluma. Por ejemplo, sustituyendo «a, por la energia estatica
htimeda, h, donde

he = CpT'(2) + gz + Lga(2), (16.15)
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Se obtiene

OhalX2) _ | =) = ha(A2)], (16.16)

0z
donde, ademéas de la dependencia en z, la variable dentro de la columna
se ha escrito con una dependencia adicional en A, parametro que se defi-
nira mas adelante.

Para la humedad total, a, = g4 +q;, donde, ¢, v q; son la relacién de mezcla
para el vapor de agua y el agua liquida, respectivamente. La ecuacion de
balance se escribe

a[‘]a()\v z) + q(A, Z)]
0z

= paa[Ta(2) = @a(X 2) — (N 2)] + Lo, (16.17)

donde I, es una fuente, por ejemplo evaporacién de lluvia.

Asumiendo saturacién en la columna ascendente, se puede emplear la si-
guiente aproximacién (Grell & otros,1995):

O g
(N, 2) =q," + I [he(X, 2) —h " (2)] (16.18)
donde
1,0g*
B 16.1
K Cp< orT )p, ( 6 9)

y el superindice * indica un valor saturado.

Para cerrar el sistema, el flujo de masa es normalizado por el flujo en la
base de la nube y se define una nueva variable:

ma (A, 2)
a(A, 2) = ——=-. 16.20
De acuerdo a (16.14), se escribe
1 0ne(z)
Ha = 5 6 (16.21)

Del problema expuesto hasta ahora, es necesario determinar cinco variables:
has Qa, Ha, Ma, ¥ mp. Las ecuaciones (16.16), (16.17), (16.20) y (16.21),
llamadas sistema de ecuaciones del control estatico, sirven para determinar
las primeras cuatro incégnitas. El flujo de masa mp se halla en la etapa de
control dinamico.
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16.3.3. La ecuacion para la energia de inestabilidad

La ecuacién para la energia de inestabilidad se utiliza en AS para derivar
el concepto de la funcién de trabajo de nube (cloud work function) y en el
calculo de la variacién temporal de esta funcién.

Para derivar la ecuacién de energia de inestabilidad, la ecuacién (7.9) del
capitulo 7 se escribe

1 d(w?/2) (Tye — Tve)
— = _ —F, 16.22
— 97 (16.22)

donde, F, es una fuente asociada a rozamiento. Los subindices v, ¢ y e
indican, respectivamente, virtual, nube y medio (environment).

La energia estdtica seca (Haltiner & Williams, 1980, p. 311) se escribe

s=c, T+ gz (16.23)

Spe — g% Spe — g%

Sve — 92 y The = u. Sustitu-
p Cp

yendo estos dos valores en la expresién (16.22),

De acuerdo con esta expresiéon, T, =

d(w?/2)

1 g
w dt cpTve

(Sve — Swe) — Fir. (16.24)

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por p.w, integrando entre
zr v zp las alturas de la base y el tope de la nube,

d PB 9 zZT
dt 4 D) dz = /(g/cpTv) (Svc - gve)pcwd'z - D,
Pt 2B

donde D es disipacion de la energia cinética en la columna ascendente. En la
parte izquierda de esta expresién, se halla la tasa de generacion de energia
cinética FC, producida por las fuerzas de flotacién; en la parte derecha,
una integral proporcional a la diferencia entre la energia estitica seca de la
nube y el medio. Denotando el flujo de masa p.w por m, e introduciendo
la funcién de arrastre (16.20), la expresién anterior se escribe

= /(g/cﬁu)n(z, A) (sve — Boe)mp(N)dz — D. (16.25)

2B

d(EC)
dt
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Esta expresion también puede ser escrita para la energia estdtica hime-

hye —gz — L

da (16.10). De acuerdo con esa expresién, T,. = Dve — 92~ 4e y Tye =
Cp

hye — gz — L

e 7 9% 7 Hve, Sustituyendo estas expresiones en (16.22),

p

d(w?/2)

1 g
w dt CPTW

(hvc — hye — Lgye — que) - F;.

Asumiendo que el aire dentro de la columna ascendente se encuentra sa-
turado, o sea, hy,e = h*, que = ¢} y sustituyendo ¢,. de acuerdo con la
aproximacién (16.18),

1 d(w?/2

— (w/): g (hvc_h*_qu_ 1 hye + 2 h*+Lq2)_Fr:>
w dt cpL e 1+~ L+~

LA g

w dt CpTve ve r

Denotando de nuevo el flujo de masa p.w por m, y continuando en la misma
forma que para derivar (16.25),

2B

donde hg(A, 2) = hye es la energia estatica himeda en la columna ascen-
dente.

16.3.4. Control dindamico

El control dindmico comprende una de las mayores innovaciones de la pa-
rametrizacién AS. En él se define la funciéon de trabajo y una hipdtesis de
cuasi equilibrio con la cual se consigue cerrar el problema y redistribuir el
calor y la humedad entre las nubes y el entorno.

Para definir la funcién de trabajo, se saca m; de la integral (observe que my,
no depende de la variable de integracién) en la expresién anterior, que se rescribe

d(EC)
dt

= A(A)my(A) — D,
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donde ) indica un tipo de nube particular y

T

Az, \) = / - Ii 7 ”l(ti) [ha(A,z)—E*(z)}mb(A)dz. (16.27)

ZB

La funcién de trabajo A(z,\) es una medida de la fuerza de flotabilidad
que gobierna la tasa de generacién de energia cinética en el subconjunto.
La flotabilidad es afectada por el arrastre 1 que a su vez depende del tipo
de nube A. AS considera la variacién temporal de A(z,\) como

dt }LS.

dA(N) dA(N) dA(N)
= 16.2

o = a7t (16.28)
El primer término en el lado derecho de (16.28) es el cambio temporal en
la generacién de energia por las nubes, el cual representa la reduccion de
la inestabilidad condicional (o desarrollo de ciimulus) y por tanto estabili-
zacion del medio. Simbdlicamente, este término puede representarse como

Amax
[d‘z(tA)Lz O/ KO, N )mp(V)dN.

Aqui, el nicleo (Kernel) K (A, ) representa una interaccién entre nubes
(columnas ascendentes) de tipo A y nubes de tipo A por unidad de flujo
vertical, mp(\)dX. El propdsito de esta interaccién es destruir la inesta-
bilidad condicional generada por el ambiente, por lo que se entiende como
un efecto estabilizador.

El segundo término en el lado derecho de (16.28) representa la contribucién
de los procesos de larga escala en A(z, \). Digamos,

<&

= F()\)

LS
Esta contribucién tiende a desestabilizar el ambiente contrarrestando el
efecto estabilizador de los ciimulus. La condicién de cuasi-equilibrio consiste
en suponer que la variacién total de la funcién de trabajo A(z, \) debe ser
cero.

Amiax
/ KX\ XN)Ymp(N)dN + F(\) ~0, parampg > 0. (16.29)
0

Con la suposicién (16.24) se consigue que EC no crezca desmesuradamente.
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Expresiones para el nticleo K(\, \) y para F(\) pueden hallarse derivando
por el tiempo la funcién de trabajo (16.27). Sin embargo, y como se vera a
continuacién, no hay necesidad de hacerlo siguiendo el procedimento suge-
rido en primera instancia por Lord (1982) y seguido en la variante de este
esquema, utilizado en el modelo MMS5.

El procedimento es el siguiente:
Paso 1.

Usando los campos de larga escala de temperatura y humedad, Ty y ¢u0,
obtenidos en el tiempo %y, se aplican las ecuaciones del control estatico
para obtener hg, qq, fta Y Mg Para un tipo de arrastre <. Estos valores son
necesarios para calcular la funcién de trabajo A(i). Por definicién, el nicleo
K (X, X) es cambio de la funcién de trabajo debido a otro subconjunto 4’
Entonces, de acuerdo con Lord (1982), Ty y ¢yo son modificados por una
cantidad arbitraria de flujo de masa mj; At’, asociado al subconjunto . Esto
se lleva a cabo para cada posible subconjunto y puede escribirse

To(k,i) = To(k) + b [To(k)|mp A’
Tuo(k, 1) = oy () + 01 [, ()] mp A
Los términos en 4, los cuales representan cambios por unidad de my(i) se

calculan a través de la siguiente ecuacién de balance para la energia estéatica
himeda en el nivel k:

Ap(k)

A b i)l R )

ha(k +0.5,7) + ha(k — 0.5,9)
. .

De acuerdo con Grell & otros (1995), los dos primeros términos en el la-
do derecho de (16.30) representan subsidencia en la base y el tope de la
columna, respectivamente. El tercero indica el arrastre hacia dentro de la
columna; el cuarto expulsién hacia fuera. Para la relacion de mezcla, una
ecuacién de balance similar se escribe

—ea(k,i)h(k) + do(k,4) (16.30)

M) o 1 L
=y tuals ) = (k=5 1) (kg ) = (et ) ()
— ealk, i)y () + da(k, i) 2aE 050 -;qva(kf —0.5,i)
Paso 2

Los nuevos campos T{(k,i') y ¢lo(k,7') se emplean en un nuevo control
estdtico para calcular nuevas propiedades de la nube y nueva funcién de
trabajo A’(i"). Note que ahora Tj y ¢, son funciones del subconjunto .
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Por definicién, se puede calcular el nticleo como

K(i,i) = Al(izb;f(i)

Paso 3

Regresando a los campos de gran escala, estos se modifican conjuntamente
con la adveccion

Paso 4

En un nuevo control estdtico se emplea las cantidades con doble prima para
calcular nuevas propiedades de la nube y nueva funcién de trabajo A”(7).
A continuacién, la forzante de gran escala (por definicién, el cambio en la
funcién de trabajo debido a los efectos de larga escala solamente) se calcula

Paso 5

La forzante de gran escala F(i) y el nicleo se emplean para calcular el flujo
de masa en la base de la nube mp utilizando una subrutina de programacion
lineal de IMSL.

Paso 6

Repetir este proceso para un nuevo subconjunto . (Al parecer, el nimero de
subconjuntos necesarios estd determinado por la condicién de cuasi-equilibrio a traves de la

rutina IMSL para resolver (16.24)).

16.3.5. Retroalimentaciéon

La etapa de retroalimentacion, o sea el cambio de las variables de gran
escala debido a la actividad cimulus, se lleva a cabo de manera sencilla:
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(), = 5

=1

(%5:7) v = 22 9 st - P

donde la precipitacion P puede calcularse a través de

P = /na()\,z)co()\)ql(/\,z)mb()\)d)\.
A

Aqui, co es un factor de conversién para la lluvia y ¢ es la relacién de
mezcla para el agua liquida, la cual se calcula con facilidad a través de la
relacién de mezcla para el vapor de agua y la temperatura.
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Los efectos de la turbulencia de escala de subgrilla se tienen en
cuenta hoy por hoy en modelos atmosféricos, usando esquemas de
cerramiento de primer orden, como la teoria de Prandt, y la de Simi-
laridad de Monin—Obukhov. En este capitulo se expone la utilizacién
de estas teorias, ampliamente discutidas en los capitulos 9 y 10, para
el calculo de los flujos en superficie, de la temperatura superficial
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La guia para el usuario del modelo MM5, la descripcién del modelo
CCM3 y los textos indicados en el capitulo 10.
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17.1. Generalidades

Los procesos fisicos que tienen lugar en la Capa Limite Planetaria, CPL,
regulan el intercambio de momento, calor y humedad entre la superficie
terrestre y la atmosfera. Los flujos superficiales de estas sustancias son en
dltimas, los que mantienen la circulacién atmosférica.

Los flujos turbulentos originan procesos de retroalimentacién como el si-
guiente: los flujos de calor en superficie facilitan la conveccion y la for-
macién de nubes, las que a su vez influyen en la intensidad de los flujos
en niveles bajos. Un buen esquema de parametrizacién debe ser capaz de
simular adecuadamente estos procesos.

Los flujos superficiales de momento, calor y humedad sirven de condiciones
de contorno para el modelo; en particular determinan la temperatura en
superficie. Por eso, otra de las tareas importantes vinculadas con la para-
metrizacién de la CPL es el calculo de la temperatura en superficie.

Al calcular los flujos es necesario considerar los diferentes tipos de superfi-
cie (figura 15.2) y los diferentes tipos de suelo. En particular, los bosques
naturales y selvas tropicales son sumideros de diéxido de carbono y juegan
un papel importante en el equilibrio climético del planeta.

En la parametrizacién de la CPL se consideran tres tareas basicas: 1. Calcu-
lo los flujos en la capa superficial; 2. Célculo de la temperatura superficial
y 3. Calculo de la difusién vertical o ajuste de las variables de pronéstico
a los efectos de la turbulencia dentro de la capa limite y en la atmosfera
libre.

17.2. Calculo de los flujos en la capa superficial

En la actualidad se utilizan béasicamente dos métodos para el célculo de los
flujos en la capa superficial: el llamado Bulk aerodynamical, que al espanol
podria ser traducido como el método de la aerodinamica de volumen, y el
método de similaridad de Monin-Obukhov. En este capitulo se analizaran
los fundamentos de estos dos métodos, basados en el material expuesto en
los capitulos 9 y 10 de esta obra y se mostrard su aplicacion en los modelos
atmosféricos.
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17.2.1. El método de la aerodinamica de volumen

La idea del método de la aerodindmica de volumen consiste en calcular de
manera sencilla y explicita los flujos con ayuda de mediciones en uno o dos
niveles. Veamos como se obtienen estas férmulas.

La férmula para el calculo del flujo de momento puede obtenerse de la
siguiente manera: sustituyendo la expresion para el coeficiente de turbu-
lencia en una atmdsfera neutral (10.15a), dentro de la tensién en superficie
(10.8a),

T = g0 = Koy 2 = Ralu—wo) du _ Kz(u—uo) (1~ uo)
dz nZ dz In = (z — 20)
20 20

Teniendo en cuenta que ug en el nivel de rugosidad zg es cero y aproximando
z — 29 = z, esta expresion se escribe

Ts = pC’DuQ.
En los modelos atmosféricos, el flujo de momento a menudo se escribe
E,, = pCpV?, (17.1)

donde V es el viento en el nivel mas bajo del modelo o en el nivel de
instalacién del anemémetro y
k2
Cp=—%,
In —
20

es el coeficiente de arrastre o de transferencia, donde k es la constante de
Karman y z el nivel de rugosidad.

El coeficiente de transferencia de momento es funcién del nivel de rugosidad
y de la estabilidad atmosférica y se puede evaluar por medio de la teoria de
similaridad de Monin-Obukhov pero, con el fin de ahorrar tiempo de calculo,
en las parametrizaciones mas simples, este coeficiente y los coeficientes de
transferencia para el calor y la humedad se asumen constantes. Por ejemplo,
para el coeficiente de transferencia de momento se asume Cp = 0.0014.

Este valor fue determinado por el programa GARP (Global Atmospheric
Research Program) durante el experimento GATE (Global Atlantic Tropi-
cal Experiment).

Las férmulas para el calculo de los flujos de calor y humedad se obtienen de
manera similar, partiendo de la definicién (10.7) o (10.9) y representando
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el coeficiente de turbulencia proporcional a la velocidad del viento. Estas
férmulas se escriben

Hy = pc,CuV (8, — 04) (17.2)
Es = PLCqV[QUs(Tg) — Qua)s (17.3)

donde Cy y Cy son los coeficientes de trasferencia de calor y humedad
respectivamente. Los subindices g y a se refieren al suelo y al nivel més
bajo del modelo, respectivamente.

En parametrizaciones mas elaboradas, para el calculo de estos coeficientes
se han desarrollado funciones de estabilidad empiricas y sencillas en las que
interviene el nimero de Richardson.

17.2.2. Determinacién de los flujos por el método de la ae-
rodinamica de volumen

El problema de determinar los flujos de calor y humedad superficiales por el
método de la aerodinamica de volumen se resuelve hallando los coeficien-
tes de transferencia mencionados arriba. En algunos modelos de mesoes-
cala, para el cdlculo de estos coeficientes se tiene en cuenta la estabilidad
atmosférica. Ademads, los coeficientes de transferencia para el calor y la
humedad se asumen iguales,

Cy = Cy = CyCly.

Por ejemplo, en el modelo MM5, en el caso de una estratificacién estable,
los coeficientes de arrastre y de transferencia para el calor se determinan
de la siguiente manera:

Cp=0Cy=Cun (%)
Cop = Cyn (%)7

donde, R;c es un valor critico del ntimero de Richardson, R;c = 3.05. R;p
es el numero de Richardson de volumen, C,,ny v Cyn son valores neutrales
para C, y Cy, respectivamente y dados por

Cun = {k_lln(0'025h> +8.4} -1

0.025h -1
Con = [0.74k—1 1n( ) n 7.3}
20

donde h es la altura del nivel méas bajo.
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Para el caso inestable, los coeficientes C, y Cy se calculan como

C, = [C — —25exp (0,267 0.3\1/2)} o
=l aml

donde

El flujo de humedad en superficie se calcula asi:
Es = pCOCuM [qUS(Tg) - Q'ua]‘/v

donde M es un parametro asociado a la disponibilidad de humedad en la
superficie, el cual varia desde 1 para un suelo saturado hasta 0 para una
superficie con evaporacion no potencial. g,, es la relacion de mezcla en el
nivel més bajo y gys la relacién de mezcla de saturacion.

17.2.3. Determinacién de los flujos por el método de simi-
laridad

Para determinar los flujos por el método de similaridad, los flujos de mo-
mento, calor y humedad se escriben

Ty = pu’ (17.4)
Hy = —Cppoku, T, (17.5)
H, = Mplil [qu(Tg) - QUa]a (17'6)

donde la velocidad de fricciéon u, y la temperatura de escala T} se determi-
nan a través de las formulas

KV
In(zq/20) — U
0, —0
P s B

In(z,/20) — Py,

u*:méx[ ,u*o}; (uxo = 0.1m/s)

y el pardmetro I se determina como
ks -1
I~ = ku, [hl(M + @) - \I/h} .
Ka z]

Note que las expresiones para u, y Ti coinciden con las férmulas (10.32) y
(10.37) derivadas en el capitulo 10.



276 17. PARAMETRIZACION DE LA CAPA LIMITE PLANETARIA

Para calcular los flujos (17.4) a (17.6) se deben determinar las variables
Us, T, Hgy, Up v Uy Las funciones universales ¥, y ¥, dependen del
pardmetro (z/L) (capitulo 10).

Se puede recurrir al algoritmo de calculo implicito indicado al final del
capitulo 10. Sin embargo, para ahorrar tiempo de cémputo y realizar el
célculo de manera explicita, las variables ¥,,, U, y (2/L) se expresan a
través del nimero de Richardson de volumen:

_ 9%a Ova — Oug
Rip = 5% =

Dependiendo de un valor critico para el nimero de Richardson R;c = 0.2,
se consideran tres casos:

1. Caso estable (R;p > R;c)

Usx = Ux0. El flujo de calor no debe ser inferior a —250 Wm?2.

2. Turbulencia mecdnica tnicamente (0 < R;p < R;¢)

z
In =2
20

Rip )

U, = U :75(7
h==m 11—-5R;p

3. Inestable (conveccién libre, R;p < 0y |h/L| < 1.5).

En este caso,

Za Za\ 2 Za\3
v, = —3.23(f) - 1.99<f) — 0.474(f)
Za le 2 le 3
v, = —1.86<f) — 1.07(f) . 0.249(f) ,
donde L es la escala de Monin—Obukhov, determinada por a la férmula

(10.23) y za/L = Rip1In(z4/20).

17.3. Determinacién de la temperatura de
superficie

Una vez determinados los flujos, es posible establecer la temperatura su-
perficial.
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El cambio local de la temperatura de superficie T se calcula con ayuda

de una ecuacién de balance de energia para la superficie, la cual se puede
escribir

oty

7 ot

donde Cy es la capacidad térmica de la capa activa del suelo por unidad de

area, R, es la radiacién neta, H,, es el flujo molecular de transferencia de
calor hacia (o desde) la capa activa. Los demds términos son conocidos.

= R, — Hy, — H, — L,E,, (17.7)

El flujo de conduccién de calor Hy, se calcula por una férmula similar a las
expuestas anteriormente en este capitulo:

Hy, = K Cy(Ty — Tp), (17.8)

donde, K, es el coeficiente de transferencia de calor, el cual se toma como
constante; T;, es la temperatura de la capa activa y también se toma como
constante. En el caso de prediccion a corto plazo, T;, se toma como la
temperatura media en superficie del dia anterior. La capacidad térmica es
funcién del uso de la Tierra (Grell & otros 1995: MM5 model description).
El flujo de radiacién neta sera discutido en el préximo capitulo.

Una vez conocidos todos los flujos de la parte derecha, para calcular la
temperatura por la ecuacién (17.7) se necesita establecer una condicién
inicial para la temperatura. Esta condicién inicial puede ser el valor de la
temperatura calculada después del proceso de adveccion.

17.4. Difusion turbulenta vertical

17.4.1. Difusion turbulenta vertical por encima de la capa
limite

Por encima de la capa limite, las ecuaciones de prondstico del modelo se
ajustan a la difusién turbulenta en la direccién vertical. La expresién que
describe este fenémeno (tdltimo término en la ecuacién (9.15) o (9.17)) se
puede escribir en forma general como

0 da

Fa: a3 DNz a
0z ~0z

(17.9)
donde, « representa cualquier variable de prondstico, {u, v, T,q}. El coefi-
ciente de difusividad turbulenta K, por lo regular se toma como funcién del
numero de Richardson. Por ejemplo, en el modelo MM35, este coeficiente se
escribe
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para R; < R;c
K. =K, para R; > R;c,

donde K., = 1 mz/s_l7 [ = 40 m es el camino de mezcla, y R;c es el
numero critico de Richardson, el cual se da como funcién del incremento
de la altura Az.

El nimero de Richardson R; esta dado por

_ g9 9
RZ_HS@Z

s=(52) ()

17.4.2. Difusién turbulenta vertical dentro de la capa limite

donde

Existen varias parametrizaciones de la difusién turbulenta dentro de la
capa limite. En el modelo MM5, por ejemplo, se realiza un doble paso y se
diferencia un régimen nocturno, con predominio de turbulencia mecanica, y
un régimen diurno, con fuerte calentamiento y gradientes superadiabaticos.

En este método, sugerido por Blackadar (1976), durante el primer paso se
ajusta el nivel més bajo del modelo. En el régimen nocturno, las variables
se ajustan con un término proporcional a la diferencia entre el flujo en el
nivel més bajo y el flujo en el tope de la capa superficial. En el régimen
diurno, el ajuste es proporcional a una funcién analitica que involucra los
flujos en estos dos niveles

Durante el segundo paso, se ajustan los demas niveles dentro de la ca-
pa limite con un término proporcional a la diferencia entre el valor de la
variable ajustada en el nivel méas bajo y su valor en el nivel dado.

Otra interesante alternativa de parametrizaciéon de la difusién en la capa
limite es el transporte “no local”, empleada en el modelo CCM3 (Climate
Comunity Model), hoy CAM (Climate Atmospheric Model).

Los esquemas de difusion turbulenta aplicados hasta ahora se llaman es-
quemas de difusién local y se caracterizan porque son proporcionales al
gradiente de la variable. En este tipo de procedimientos, la difusividad
turbulenta depende de los gradientes locales del viento medio y de la tem-
peratura potencial virtual media. Estas hipotesis son validas para el caso
en que la longitud de escala del mayor torbellino es muchas veces menor
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que el tamano del dominio sobre el cual se propaga el torbellino turbulento.
Dentro del la CLP esto es tipicamente verdadero en condiciones estables o
neutrales. En condiciones instables y convectivas, sin embargo, el remolino
de mayor tamano puede ser de dimensiones similares a la altura de la capa
de mezcla misma; entonces puede suceder que el flujo se oriente contra el
gradiente local. En tales condiciones, el procedimiento de difusién local no
es el mas apropiado, sino el que tiene en cuenta el transporte “no local”.

De acuerdo con Holtslag & Moeng (1991), para tener en cuenta el trasporte
turbulento no local, el término de difusién turbulenta para cada sustancia
debe ser modificado como

Jda
v = K, (— - ) 17.10

“\ 9 Yo ( )
donde K, es la difusividad turbulenta no local y 7, es el término de trans-
porte no local, o contra gradiente, debido a la conveccién seca.

El contra gradiente en la ecuacién (17.10) se aplica para la temperatura,
la humedad y los escalares pasivos. El contra gradiente no es aplicado para
las componentes del viento, ya que para condiciones neutrales y estables
este término es irrelevante.

El coeficiente de difusividad turbulenta se escribe

2\ 2
K, = kwtz<1 - ?) , (17.11)
donde wy es una velocidad turbulenta de escala y h es la altura de la capa
limite. El coeficiente de difusividad turbulenta para el momento también
se define como (17.11), pero en lugar de wy, se escribe otra velocidad de
escala w,,.

En condiciones inestables, w; y w,, son proporcionales a la llamada velo-
cidad convectiva de escala w*. En condiciones neutrales o estables estos
coeficientes son proporcionales a la velocidad de friccién u*.

17.4.3. Determinacién de la altura de la capa de mezcla

En la parametrizacion de la difusién vertical es necesario conocer la altura
de la capa de mezcla h. Este parametro, de mucha importancia para estudios
de contaminacion atmosférica, puede ser determinado de manera iterativa
mediante la siguiente férmula (CCM3 model description):

 Ric[u(h)? + v(h)?]
" (g/05)[0u(h) — 05’ (17.12)
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donde R;c es el valor critico del nimero de Richardson para la CPL, u(h)
y v(h) son las velocidades horizontales en el nivel h y el subindice s indica
un valor en superficie.

Otras formas mas elaboradas para calcular la altura de la capa limite se
pueden consultar en Vogelezang & Holtslag (1996).
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Elementos basicos de
transferencia radiativa y su
parametrizacion en modelos
atmosféricos

Tornado. Imagen Tomada de http://www.photolib.noaa.gov/corps/corp2272.htm
FCortesfa de la NOAA.

281



282

Aunque un curso sobre radiacién atmosférica es mas apropiado en la
disciplina de meteorologia fisica, es necesario recopilar aqui algunos
principios basicos para comprender el proceso de parametrizacion.
Este capitulo presenta los elementos necesarios para comprender la
teoria de transferencia radiativa. El cdlculo de los flujos de onda lar-
ga se ejemplariza en la aproximaciéon de banda ancha. A su vez, la
solucion para la ecuacion de transferencia radiativa solar se mues-
tra en la aproximaciéon de Eddington. Una variante de este méto-
do, el esquema delta-Eddington, se emplea actualmente en modelos
climéticos. La exposicién se apoya en los textos de Liou (1980,1992)
y las gufas para el usuario de los modelos CCM3 y MM5, y deriva
en detalle estas complejas ecuaciones. Para la asimilacién exitosa de
este capitulo, se recomienda la asistencia previa a un curso bésico
de radiacion.

18.1. Generalidades

En meteorologia, la radiacion electromagnética se considera ondas electro-
magnéticas generadas por cargas eléctricas oscilantes (monopolos, dipolos,
multipolos). Estas generan un campo eléctrico también oscilante, el que
provoca la oscilacion de un campo magnético perpendicular al primero,
como se esquematiza en la figura 18.1.

Cambio de
campo eléctrico

Cambio de
campo magnético

Figura 18.1. Composicién y propagacién de una onda electromagnética de acuer-
do con la teoria de Maxwell. Imagen tomada de http://www.virtual.unal.edu.
co/cursos/ciencias/2001184 /Imagenes/campo_em.gif

La longitud de onda de la onda electromagnética A depende de la frecuencia
de la carga eléctrica oscilante , a través de la relacion ¢ = Av, donde c es la
velocidad de la luz.

La radiacién electromagnética se emite en forma de un espectro de longitu-
des de onda o de frecuencias. En la figura 18.2, se observan las longitudes
de onda y bandas de longitudes de onda, consideradas en el espectro elec-
tromagnético. En meteorologia es importante considerar la radiacién solar,
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Rayos Rayos : : Ondas
Garma X Infrarrojo | Microondas de radio
I I | | I I [ um
10° 10° 0.5 1000 10* 10°

Visible

Figura 18.2. El espectro electromagnético.

o radiacion de onda corta, la radiacién de onda larga emitida por la super-
ficie terrestre y los gases constituyentes de la atmésfera. Estos dos tipos de
radiacion son la fuente de calor que produce y mantiene los movimientos
atmosféricos.

En la figura 18.3 se observa el espectro de radiacion solar. En esta figura,
el eje de las ordenadas representa la irradiancia, concepto que se introdu-
cird mas adelante. En la figura 18.3, la curva I corresponde a la irradiancia
de un cuerpo negro con una temperatura de 6000 °K, la curva II correspon-
de a la irradiancia solar en el tope de la atmdsfera y la curva III corresponde
a la irradiancia solar que alcanza la superficie terrestre.
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Figura 18.3. Irradiancia solar. Adaptada de Liou (1980)

Un aspecto interesante en la curva III es que las areas sombreadas co-
rresponden a la pérdida de radiacion solar debido a la absorcién por gases
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atmosféricos. Algunas de estas dreas sombradas o ventanas de absorcién son
utilizadas por los satélites meteoroldgicos en la produccién de imagenes de
nubosidad tanto en los canales visibles como en los infrarrojos.

18.2. Elementos basicos de la teoria de radiacion

18.2.1. Magnitudes radiométricas basicas
Las siguientes magnitudes son fundamentales en la teoria de la radiacién:

= Intensidad monocromatica
= Flujo de densidad monocromético

= Flujo de densidad total

Angulo sdlido (figura 18.4) es la relacién entre el elemento de drea 6A y el
cuadrado del radio, o sea, dw = A/r%.

En la figura 18.4, considere la cantidad diferencial de energia radiante dF
con longitud de onda de A a A + d\, que atraviesa el elemento de area do,
durante un tiempo dt en direcciones confinadas en un elemento de angulo
sélido dw, el cual estd orientado formando un angulo 6 con la normal a la su-
perficie. Evidentemente, la energia dE) es proporcional a estas magnitudes
v la intensidad del rayo Iy. O sea,

dEy = Ihdo,d,d\dt.

Para el caso general de una superficie do no perpendicular al rayo (do, =

do cosf, donde 6 es el dngulo zenital), expresando el dngulo sélido dw en

dA Odbrd

coordenadas polares, dw = — = M = sen 0dfdyp, (figura 18.4),
r r

la expresién anterior se escribe;

dE) = Ixdo cosfsen 0dOdpd\dt.

Redefiniendo dFE) como la cantidad de energia radiante por unidad de area
y por unidad de tiempo, la expresion anterior se escribe

dE)y = I cosfsen 0dOdpdA. (18.1)
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Figura 18.4. Geometria del angulo sélido. Adaptado de Liou (1980).

A partir de (18.1) la intensidad monocromatica Iy, se define

. dE)
A~ cosfsen 0dOdpd\

(18.2)

El flujo de densidad monocromdtico o irradiancia monocromdtica (vatios.m~?2)
se define integrando la expresién (18.1),

27 w/2
Fy :/ dqb/ I)(z,0,¢) cosfsen 6d0. (18.3)
0 0

Cuando se asume que el flujo no depende de la direccion azimutal y se
define u = cos @ (ademds, du = sen 6df), la expresién anterior se escribe

1
= 277/ I(z, p)pdys. (18.3a)
0

La irradiancia sobre un elemento de superficie A (en este caso igual a —F))

se esquematiza en la figura 18.5

A

Figura 18.5. Flujo de densidad (—F)) o irradiancia sobre una superficie A.

Cuando la radiacién es isotrépica (I, no depende de la direccién), eviden-
temente F\ = 7ly.
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Por 1ltimo, el flujo total de densidad de energia radiante se obtiene inte-
grando por todo el espectro:

9] oS 2m w/2
F:/ Fy :/ d/\/ dgo/ I)(z,0,¢) cosfsen 0dO (18.4)
0 0 0 0

18.2.2. Conceptos de esparcimiento y absorcion
18.2.2.1. Esparcimiento

El esparcimiento es un proceso fisico en el que una particula, que se en-
cuentra en el camino de una onda electromagnética o rayo luminoso, resume
continuamente energia de la onda y la irradia continuamente en todas di-
recciones. Durante el esparcimiento no hay conversién de energia radiante,
solo cambia la direccion en la propagacion.

El esparcimiento depende de la longitud de onda del rayo incidente y de
la dimensién de la particula. Cuando la dimensién de la particula es muy
pequena, en comparacion con la longitud de onda del rayo incidente, el es-
parcimiento se llama de Rayleigh. Cuando estas dos dimensiones son com-
parables, o sea para aerosoles en el rango 1-50 um, el esparcimiento es de
Mie. Para tamanos de particulas mucho mayores que la longitud del rayo
incidente, se aplican las leyes de la éptica geométrica, o sea, las leyes de la
reflexion y la difraccién.

El esparcimiento se produce en todas las direcciones. Ademds, existe espar-
cimiento singular y esparcimiento multiple.

Para describir la distribuciéon angular de la energia esparcida, se utiliza
el concepto de funcion de fase P(f), también conocida con el nombre de
indicatriz. Para un rayo incidente polarizado horizontalmente, como la luz
solar, la fraccién de energia dispersa por unidad de dngulo sélido en una
direccién 6 es proporcional a cos? @ de acuerdo con siguiente férmula:

5 (1 + cos®0)

P6) = Ton

En la figura 18.6(a) se muestra la funcién de fase en coordenadas polares y
en la figura 18.6(b) esta misma funcién pero en coordenadas cartesianas.

En estas figuras se observa que a) el esparcimiento es idéntico en las direc-
ciones hacia delante (0°) y hacia atrds (180° ) del rayo; b) en la direccién
perpendicular al rayo (90° y 270° ) se halla un minimo.

Para cuantificar la cantidad de energia removida del rayo incidente, se em-
plean los conceptos de seccion transversal de esparcimiento o y coeficiente
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F s

Theta[°]
(a) (b)

Figura 18.6. Funcién de fase. a) En coordenadas polares. b) En coordenadas car-
tesianas. Tomado de http://kazan.inf.fu-berlin.de/euromet-zeam/courses/english/
navig/begins.htm

de esparcimiento (5. La seccion transversal de esparcimiento o (cm?), o
sea, la cantidad de energia removida del rayo original por las particulas
dispersadoras se define como

8m3(my — 1)3
9= —gynz 10

En esta férmula, N es el nimero de particulas por volumen, A es la longitud
de onda del rayo incidente, m, es el indice complejo de refraccién, f es un
factor de correccién para el esparcimiento anisotrépico (f es cero para el
esparcimiento de Rayleigh. 0.3 para el aire).

El coeficiente de esparcimiento (s se define como

T2

&:/%mﬁ@w,

T1

donde n(r) es la distribucién por tamartios de las particulas y r es el tamano
(radio) de estas.

18.2.2.2. Absorcién

La energia absorbida deja de ser energia luminosa y se convierte en otro
tipo de energia.

El esparcimiento y absorciéon remueven energia del rayo de luz incidente,
que se atenua. A esta atenuacion se le llama extincién. La extincion es el
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resultado del esparcimiento mas la absorcién. Para caracterizar la energia
removida por la extincién, se utiliza el coeficiente de extincion (e, el cual se
define de manera similar al coeficiente de esparcimiento introducido arriba:

72

5.~ [on ™ ar,

1

donde o, es la seccién transversal de extincién.

18.2.3. Cuerpo negro y equilibrio termodindmico

Un cuerpo cualquiera puede absorber, reflejar y trasmitir energia radiante
de acuerdo con la siguiente ecuaciéon de balance:

Ini=Iyr+ 7+ 1),

donde Iy ;, Iz g, InT, I\ q indican radiacién incidente, reflejada, trasmitida
y absorbida, respectivamente. Dividiendo ambos miembros de esta igualdad
entre I ;,

1=c¢e\+ 7+ ay, (185)

donde ey = I g/I\; es emitancia, 7\ = I\ r/Iy; es transmitancia y a) =
I, a/Iy,; es absortancia o albedo.

Un cuerpo negro es aquel que absorbe toda la radiacién incidente (no re-
fleja ni trasmite) y, ademds, se encuentra en equilibrio termodindmico (su
temperatura de equilibrio no cambia). Por esta razén el cuerpo negro debe
emitir la misma cantidad que recibe. La irradiacién de energia, instaura-
da en equilibrio termodinamico se llama irradiacién de equilibrio o de un
cuerpo negro, y no depende de la direccién.

De acuerdo con esta definicién y la férmula (18.5) para un cuerpo negro, la
absortancia es igual a la unidad () =0, 7, = 0,= a) = 1).
18.2.4. Leyes para un cuerpo negro

Se han establecido algunas leyes fundamentales en la teoria de la radiacién,
vélidas en el modelo de cuerpo negro.
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18.2.4.1. Ley de Planck

La ley de Planck relaciona la intensidad de emision monocromaética con la
frecuencia y la temperatura de la sustancia que emite:

2hc? 1
N> ehe/RAT _ 1"

BA(T) = (18.6)

(Aunque ya se denota intensidad con la letra I, por tratarse de la ley de Planck en este caso se
usard la letra B para denotar intensidad). En la ecuacién (18.6) h es la constante
de Planck, ¢ la velocidad de la luz, k la constante de Boltzman y T la
temperatura absoluta.

18.2.4.2. Ley de Stefan-Boltzman

La ley de Stefan-Boltzmann relaciona la intensidad del flujo radiante total
con la temperatura del cuerpo negro; se obtiene al integrar la férmula de
Planck por todas las longitudes de onda. Como resultado final se obtiene,

I=o0T*
donde o = 500G 5.67 x 107 erg/(cm?.seg.K?) es la constante de
Stefan-Boltzman. Esta ley es de fundamental aplicacién en la transferencia
radiativa en el infrarrojo.

18.2.4.3. Ley de desplazamiento de Wien

La longitud de onda correspondiente a la intensidad maxima de emisién es
inversamente proporcional a la temperatura.

18.2.4.4. Ley de Kirchoff

La ley de Kirchoff establece que la relacién entre la emitancia y la absor-
tancia no depende de las propiedades individuales de la materia, sino que
es una funcién universal de la temperatura y longitud de onda. De acuerdo
con este enunciado,

el EX2 Exen
—_— = — = . = — B)\(T)
ary  axe 1

De esta férmula se desprende que para un cuerpo cualquiera, la emitancia es
igual a la absortancia multiplicada por la intensidad de emisién del cuerpo
negro, que es otra forma de enunciar la ley de Kirchoff.
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18.3. Ecuaciones de la transferencia radiativa

18.3.1. [Ecuacién general de transferencia

Para un rayo luminoso que atraviesa un medio de espesor ds, la ecuacion
de transferencia, sin la imposicion de un sistema particular de coordenadas,
se puede escribir

dIy = —Kypl)ds + jypds,

donde el diferencial de la intensidad es igual a la atenuacion, debida a la
absorcién y esparcimiento en el medio (primer término en la parte derecha),
y el aumento de la intensidad (segundo término en la parte derecha), debido
a la emision del medio y el esparcimiento proveniente de otras direcciones
distintas a la del rayo luminoso.

En la ecuacién anterior K, es el coeficiente de atenuacién o seccién trans-
versal de extinciéon masica, p es la densidad del medio y 7y es la intensifica-
cion del rayo, llamado funcién de fuente. Dividiendo la expresion anterior
entre K)pds,
dh _ ;)
pK/\dS N A K/\ ’

denotando como funcién fuente Jy = jy/Kj,

dly
=1 Jx- 18.7
DKnds AT I (18.7)

La ecuacién (18.7) representa la ecuacién general de transferencia. Veamos
algunos casos particulares.

18.3.2. Ley de Lambert-Bouguer
Cuando ambas contribuciones por emision y esparcimiento son desprecia-
das, la ecuacién (18.7) se escribe

aly
pKyds

71/\7
donde K involucra absorciéon mas debilitamiento por esparcimiento. Inte-

grando esta expresién entre s = 0y s = s; y asumiendo que para s = 0 la
intensidad es I,(0),

I(s1) = 1(0) exp - / Kpds).
0
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donde I)(s;) es la radiacién atenuada que se obtiene en el punto s;. Asu-
miendo que el medio es homogéneo, es decir, K, no cambia con la distancia,
y ademds, definiendo el camino u (de unidades, g/cm?) como

"= / pds, (18.8)

o

la solucién anterior se escribe
I(s) = I)\(O)(i_Kku.

Esta expresién es una simple atenuacion exponencial de la radiacién in-
cidente y es proporcional al producto del coeficiente de atenuacion por el
camino u.

La ecuacién anterior sirve para definir la transmisividad monocromatica

como L(s1)
AST —
EUNCINES (18.9)
15(0)
Cuando no se considera atenuacién por esparcimiento, K representa el
coeficiente de absorcion. De la expresion (18.9) y de la definicién (18.8)
se deduce que las unidades del coeficiente de absorcién son cm?/g. Como
se vera mas adelante, la absorcion-radiacion de onda larga estd asociada
con lineas de absorcién en gases atmosféricos que mas absorben radiacién
infrarroja, como el vapor de agua, el ozono y el COs.

Py

La absortividad monocromatica, o sea la parte de radiacién absorbida por
el medio, suponiendo que no hay esparcimiento, se define como

Ay=1-—Py=1—¢ K (18.10)

Cuando hay esparcimiento, parte de la radiacién R) es reflejada hacia atras,
en la direccién incidente. En este caso se aplica la igualdad (18.5).

18.3.3. Ecuacién de Schwarzschild

Contintie sin considerar el esparcimiento, pero tenga en cuenta la emisién
del medio como un cuerpo negro en equilibrio termodinamico para pensar
en la funcién de Planck como la fuente en la ecuacién no homogénea (18.7).
Entonces esta ecuacion se escribe

dly
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Para encontrar la solucion a esta ecuacién, la profundidad éptica entre los
puntos s y s; se define

A(s1, 8 /KApds (18.12)

El concepto de profundidad 6ptica es de gran importancia en la teoria de
transferencia radiativa. La profundidad éptica molecular para una atmésfe-
ra limpia decrece rapidamente con la longitud de onda tal como se puede
apreciar en la figura (18.7).

10
1
0.1 |-
=
£ 901
0,001 |::
0,0001 :
0,5 1 15 2 25 3
W (1m)

Figura 18.7. Decrecimiento de la profundidad 6ptica molecular con la longitud de
onda para una atmdsfera limpia. Tomado de http://euromet.meteo.fr/

Dado que,
drx(s1,8) = —Kxpds, (18.12a)

(esto se debe a que 7)(s;,s) disminuye en la direccién de su propagacién), la ecuacion
(18.11) se transforma en

. dI)\(Sl, S)

drx(si, 8)

Multiplicando esta igualdad por e~™(08) trasponiendo términos e inte-
grando

= —I)\(Sb 8) + B)\(Ts)

e—ﬁ(sl,s)dl)\(sl S) + e—‘n(sus)[}\(sl S)dT)\ = e—TA(ShS)BA(TS) =

/d I)\ e A1 /B,\T TA(Sl’S)dT,\(S,\,S) =

In(s;) = I(0)e™™ (00 — /B)\T(S)e_T)‘(sl’s)dT)\(S)\,8)
0
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Utilizando la relacién (18.12a), este resultado se escribe

51

Lu(s;) = I,(0)e~ ™00 —I—/B)\T(S)G_T*(SZ’S)K)\pdS. (18.13)
0

El primer término en el lado derecho de esta ecuacién representa la ate-
nuacion por absorcion. El segundo término representa la contribuciéon por
emisién del medio a lo largo del camino desde 0 hasta s;. Si la temperatura,
la densidad y el coeficiente de absorcién son conocidos, la ecuacién (18.13)
puede ser integrada numéricamente para obtener la intensidad en el punto
s;. Esta ecuacion puede aplicarse en la transferencia de radiacién infrarroja
y las mediciones desde satélite.

18.3.4. La ecuacién de transferencia para atmésferas planas
y paralelas

En el modelo de atmésferas planas y paralelas, se desprecia el efecto de
curvatura de la tierra y de la atmosfera (para angulos zenitales muy grandes, esta
consideracién puede llevar a errores signiﬁcativos). Considere un rayo luminoso que se
propaga en la direccién 6, ¢, donde 6 es el angulo zenital y ¢ la azimut,
como se representa en la figura (18.8(a)).

Tope PR P (TR
- U=U¢ope E/
h(z0g) 0 !
. N\ 0-00)
/ I (T,1,0)
T u '

z+dz f
\ I (T,- 1)

z

Superficie T u=0 L. (T, )
| |
(a) (b)

Figura 18.8. a) Propagacién de un rayo de luz en la asuncién de atmdsfera plana
y paralela. b) Intensidades a tener en cuenta para el cdlculo en el nivel 7.

Como se observa, el cambio en la intensidad del rayo en la direccion ze-
nital es cosdI(z, 0, ). Por tanto, la ecuacién de transferencia (18.7) en la
asuncién de atmoésfera plana y paralela se escribe

dI(z; p, @)
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donde p = cosf. Para valores positivos de pu, esta ecuacion sirve para
calcular intensidades hacia arriba; para valores negativos de p, se calculan
intensidades hacia abajo.

Se introduce la profundidad 6ptica de manera similar a como se hizo para
deducir la ecuacion de Schwarzschild,

T:/K)\pdz/,

donde 7 se mide desde la frontera exterior hacia abajo. En este caso, la
relacién entre la profundidad éptica 7 y el camino u, de acuerdo con (18.8),
es

T = /K,\du. (18.14)
Teniendo en cuenta que
dr = —K)ypdz,
esa expresion se escribe
dI(T; u,
W) prp,6) = I ). (18.15)

dr

Esta es la ecuacién béasica para problemas de transferencia radiativa en una
atmosfera plana y paralela.

Siguiendo un procedimiento similar al expuesto para obtener (18.13), se
puede integrar la ecuacién (18.15) para encontrar las intensidades hacia
arriba y hacia abajo para una atmésfera finita limitada en dos lados: 7 =0
y 7 =71* (figura 18.8(b)).

Para obtener la intensidad hacia arriba (u > 0) en el nivel 7, se multiplica
(18.15) por e~ y se integra desde T hasta 7;. El resultado es el siguiente:

T ,
175 11, 9) =I(Tz;u,¢)6_(”_7)m+/J(T’;u7¢)6_(”_7)/“ T asa6)
1

(Esta ecuacion se obtiene de manera similar a (18.13). Para ello, (18.15)

I(T; )
(7—1:7 d)) dr — J(Th s ¢) dr. Mu]tiplicando por

se escribe dI(T; p, @) =

I .
e~ /I y trasponiendo términos, dI(r; u,p)e /M — 1T 9) e T/Hdr =
1
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J(T5 1, @)

P e=T/k dr. Es facil verificar que la parte izquierda de esta ecua-

W
J .
cién se puede escribir d(I(7; i, ¢)e~ /) = UG
w

do esta expresion entre T y T, —I(T;md})e*T/“ = —I(m; p, ¢)e*ﬂ/u _
T*
fJ(T/;/L7¢)6_T,/”dT,. En el dltimo término de la derecha se cambid la
b

variable de integraciéon T por 7'. Dividiendo entre e~"/", se obtiene la
expresion (18.16)).

e~ /1 dr. Integran-

Para obtener el flujo hacia abajo (u < 0) en el nivel 7, se remplaza j por
—p y se multiplica por e™/I. Después de integrar entre 0 y 7, se obtiene

T

/
IH (5 —p, 0) = 1(0; —u,é)e‘T/"Jr/J(T'; —u,ﬁb)e_(T_T’)/“d; (18.16a)
0

En las ecuaciones (18.16) y (18.16a), los términos I(7*;u, @), I(0; —p, @)
representan las condiciones de frontera para la radiacién hacia arriba (en
la superficie) y hacia abajo (en el tope) de la atmdsfera, respectivamente
(ver figura 18.8(b)).

18.3.5. Absorcién (emisién) y forma de lineas espectrales

Debido a la importancia de la absorcién de la radiacién infrarroja por los
gases atmosféricos es necesario mencionar aqui algunas caracteristicas de
la absorcién.

Los procesos de absorcién y emisién de radiacién tienen lugar cuando una
molécula es sometida a una transiciéon desde un estado de energia a otro.
Durante el proceso de absorcién, la molécula captura un fotén y es sometida
a una transicion desde un nivel de energia interna mas bajo hasta otro mas
alto. Como resultado, el andlisis espectroscopico muestra una linea espectral
de absorciéon. En el proceso de emisién, la molécula emite un fotén y es
sometida a una transicién desde un nivel de energia mds alto hasta otro
mas bajo. En este tltimo caso el espectrometro detecta una linea espectral
de emision.

El espectro de emision de muchos gases esta compuesto por un gran niimero
de lineas espectrales individuales y de un ancho finito. Las lineas espectra-
les se ensanchan debido a tres factores: 1. Pérdida (o ganancia) de energia
durante la transiciéon. 2. Choques entre las moléculas (ensachamiento por
presion), y 3. Efecto Doppler, debido a la diferencia de velocidades de los
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atomos y las moléculas (ensanchamiento Doppler). El primer factor es casi
despreciable en relacién con los otros dos. El ensanchamiento por presién
predomina en la atmésfera baja, mientras que en la atmédsfera alta se ob-
serva ensanchamiento por presion y por efecto Doppler.

Conociendo la estructura de las moléculas de los gases absorbentes, en
principio se pueden calcular algunas caracteristicas de la linea, como forma,
intensidad y ancho. Para gases simples como el hidrégeno, la forma de estas
linea es relativamente simple; sin embargo, para el vapor agua, el CO9
y otros gases, la estructura del espectro de absorcién es extremadamente
compleja.

La absorcion en los gases esta relacionada con las caracteristicas de la linea
espectral de absorcién. Por ejemplo, para el caso de ensanchamiento por
presién, el coeficiente de absorcién se expresa a través del llamado perfil de
Lorentz:

o

s
(L
Yo v —w)2 4 a?’

(18.17)

donde K, es el coeficiente de absorcién a la frecuencia v, y vg es la frecuencia
correspondiente al centro de la linea. S representa la intensidad de la linea;
numéricamente es el area encerrada dentro de la curva

o

S = / K(v—wvg)d(v —vp),

« es el semi-ancho medio de la linea. Este semi-ancho es mayor cuanto
mayor sea la frecuencia de los choques entre las moléculas, es decir, cuanto
mayor sea la presion
_ p
a = oy —,
Po
donde «p, es el semi-ancho de la linea a presién estandar. En al figura 18.9

se muestra el contorno de la linea para dos presiones diferentes (ensancha-
miento por presion).

En la préactica no sucede absorciéon monocromatica, sino absorcién en todo
un espectro de frecuencias. Grupos de lineas forman una banda, y también
se forman grupos de bandas. En muchos gases estas lineas se distribuyen en
forma cadtica, lo que dificulta ain mas el cdlculo de la absorcién en gases.
Para calcular la intensidad en cada gas, a menudo se recurre a métodos
estadisticos como el método montecarlo.
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Figura 18.9. Representacion esquematica del contorno de la linea de absorciéon para
el caso de ensanchamiento por presién.

18.3.6. Dependencia de la presién y la temperatura

Con la caida de presién, la linea de absorcion se vuelve mas estrecha, y en
general, el coeficiente de absorcion cae con la disminucién de la presion.
El contorno de la linea también depende de la temperatura del gas que
absorbe (o emite). La dependencia de estos dos factores se expresa por la
féormula

p n 9 l
Kx(p,0) = Kxo(p(),@o)(*) (*) (18.18)
po/ \bo
El coeficiente n es diferente en diferentes gases y para diferentes intervalos
de onda. El coeficiente [ es diferente en diferentes segmentos del espectro.

18.3.7. Transferencia de radiacion infrarroja

Asumiendo una atmoésfera en equilibrio termodindmico local sin esparci-
miento y suponiendo, ademas, que la radiaciéon infrarroja en la Tierra es
independiente del dngulo azimutal, se puede usar la funciéon de Planck en
calidad de funciéon de fuente y como condiciéon de contorno. En este ca-
so se asume I(7%;u,¢) = B(T,) donde T, es temperatura de superficie,
I(0; i, ¢) = B(tope). Las ecuaciones (18.16) y (18.16a) se reescriben

T

/
I (7, 1) = By(Te)e = /m / By(r)et"-n/m 4T (18.19)
1

T
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T

LJ} (Ta _:U) = B, (tOpe)e*T/M + /B’U (7_/)67(7—,7.
0

w4
1

(18.19a)

donde v es el nimero de onda. Por lo regular se toma B(tope) = 0. (En el

tope de la atmésfera, la fuente de radiacién infrarroja es igual a O)

Definiendo la transmitancia o funcién de transmision de manera similar
que (18.9),

Jolm/p) = e /H, (18.20)
teniendo en cuenta que su forma diferencial es

d:‘v(T/.u) _ 1 —T/u
i e . (18.20a)

La soluciones formales para las intensidades hacia arriba y hacia abajo,
respectivamente, se escriben

Il (7, 1) = By(Ts)Jo[(mi — 7) /1] —/BU(T di (7 —7)/uldr’, (18.21)

T

IX(1, —p) = By(tope)Ju(1/p) +/B (") di:s (T —7")/pldr’. (18.21a)
0

18.3.7.1. Ecuaciones para los flujos de densidad

Las ecuaciones anteriores estdn escritas para la intensidad. Sin embargo,
para efectos de parametrizacion, lo que interesa, como se verd mas adelante,
son los flujos. Entonces, multiplicando ambos lados de la igualdad (18.21)
por pdude, integrando y de acuerdo con la definicién (18.3a),

2m

1
://Bv $)Jol(m — 7)]udpdo—
0 0

/ / / Bu(r") 3.l — 1) uldr'dpdp
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Puesto que la radiacion infrarroja no depende de la azimut, la integracién
de esta expresion da como resultado

1

El(1) = 2rB,( /le—T/uudu—
0

2 / / RBy() L8[ — )/l
07

Para excluir la integracién angular (por ), se define la funcién de trans-
misién en flujo como

1
3 =2 / Jo(r/ 1) pdp (18.22)
0

Entonces, la expresion anterior se escribe

%

d
Fl(r) = aByrs3i(n — 1) - / 7By (1") F&{ (r' = 7)dr'. (18.23)
T
Para el flujo hacia abajo obtenemos;
Ly — ~f n 4y "o
F; (1) = wBy(tope)J, (1) + [ mBy(7") gL (r —7)dr'. (18.23a)
T

Asi se expresan los flujos monocrométicos hacia arriba y hacia abajo en
un nivel dado. Aplicando las funciones de Planck, de transmisién rasa y su
derivada.

Para facilitar los calculos, las ecuaciones (18.23) y (18.23a) se transforman
a continuacion. Realizando la integracién por partes, estas ecuaciones se
escriben

dr B, (7'
7 T Bu()

7 dr’ (18.24)
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(El ejercicio 1 tiene por objeto obtener este resultado). Las ecuaciones (].824) y (18248.)
se han escrito mediante la funcién de transmisién “slab” y la derivada de
la funcién de Planck.

Asumiendo que la temperatura de superficie T y la temperatura del aire
situado inmediatamente arriba de la superficie son iguales, la funcién de
Planck puede expresarse como

g /
By (7) = mB,(7") — / LT?:/(T ) dr’

T

Esto es facil de verificar realizando la integracion:

* *

—/ BT ) dv,(T ) dr’ = — / dnBy(t") = =By (T’)‘T = —7By(7") + wBy(7)
T r

T T

Ademas, integrando en términos del camino « (figura 18.8(b)) y teniendo
en cuenta que cuando 7/ — 7, ' — u y cuando 7/ — 7*, u — 0, y después
de algunas manipulaciones, las ecuaciones anteriores se escriben

d7rB( "

Jul Ry —
U

El(7) = nBy (") — / dﬁB W+

/0
. dTl'B d7rB( "
=7B,(T )+/ / (u—1) = 0 =
0

!/
T2V . (18.25)

Para el flujo hacia abajo,

dr B, (u)

- du'. (18.25a)
u

Fl(u) = ﬂBv(ul)[l—(jg(ufu’)] +/[173£(u7u’)]

uy

Para calcular las integrales en el lado derecho, la funciéon de transmisiéon
rasa debe ser determinada tedrica o experimentalmente. Ademads, para de-
terminar los flujos totales y la tasa de calentamiento, es necesario integrar
las ecuaciones (18.25) y (18.25a) por el niumero de onda en todo el espectro
infrarrojo.
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18.3.8. Transferencia de radiacion solar

La ecuacién bésica que gobierna la transferencia radiativa de onda corta de
acuerdo con la expresién (18.15) es

" dl(7; p, §)
dr
donde el primer término en el lado derecho representa el debilitamiento del

rayo solar debido a los procesos de absorcién y esparcimiento, y el segundo
es la funcién fuente.

= I(r;p,0) = J(7; 11, 8), (18.26)

Hay tres factores que contribuyen a la funcion fuente: la emisién, el espar-
cimiento multiple de luz difusa y el esparcimiento singular de la irradiancia
solar directa en el tope de la atmdsfera, Fy,), la cual se atentia en el nivel 7.
Puesto que la emisién de onda corta de la Tierra es despreciable, la funcién
de fuente se escribe

2 1
T ) = | [ [ 16060 P 6.0 it +
0 0

+ FoP(p, ¢, —Mo,cbo)e”/“o], (18.27)

donde el primer término en el lado derecho representa el esparcimiento
miltiple (luz difusa). Aqui P es la funcién de fase y representa la distri-
bucién angular de la energia esparcida como una funcién de la direccion.
El segundo término es el esparcimiento singular de la radiacién directa y
se expresa como la atenuacion exponencial del flujo solar en el tope de la
atmosfera Iy multiplicada por la funcién de fase. Para intuir el significado
de la funcién fuente (18.27), en la capa z, z+dz (figura 18.10) se representa
la incidencia de un rayo solar y de otro de luz difusa originado en un punto
cualquiera de la atmdsfera, pero que al final toma la misma direccién (y
sentido contrario) del rayo de luz directa.

La funcién de fase depende del dngulo de esparcimiento 6 (figura 18.6).
Este dngulo depende de la direccién del rayo incidente (1, ¢') para el rayo
difuso, de la direccién del rayo directo solar (—ug, pg) y de la direccion del
rayo emergente o esparcido (j, ).

Para efectos de calculo, la funcién de fase debe ser expresada en términos
de funciones matematicas conocidas.

El albedo de esparcimiento singular @ es definido como el cociente entre la
seccién transversal de esparcimiento o, y la seccién transversal de extincién
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I(w,9) %

I(-10,P0 ),
Tope de la -

atmosfera K .
0 Rayo directo

z+d
z I(M',(P’z( y
Py
N

\ Rayo difuso

Superficie

Figura 18.10. Representacién de la funcién fuente en la transferencia de radiacién
solar. Adaptado de Liou (1992).

o¢. El albedo, la funcion de fase y la seccién transversal de extincién son
parametros fundamentales en la transferencia radiativa de onda corta.

18.3.8.1. Solucién para la ecuacién de transferencia de radiacion
solar

La expresién (18.26), junto con (18.27), es una ecuacién diferencial integral
de primer orden. Para solucionarla se recurre a expansiones en series por
armoénicos esféricos, similares a las analizadas en los capitulos 11 y 14.
Esto permite transformar la ecuacién original en un sistema de ecuaciones
diferenciales comunes. Por ejemplo, la funcién de fase puede ser expresada
como

N
P(cosb) = ZZJZPI cos 8,
1=0

donde P, son polinomios de Legendre y w; son los coeficientes de la expan-
sion. Usando la condicién de ortogonalidad de los polinomios de Legendre,
estos coeficientes se determinan como

1
/P(cos 0)P;(cos B)d(cosb), 1=0,1,...,N  (18.28)

-1

~ 20+ 1
wl:T

Usando una relacién de geometria esférica y el teorema de adicién de los
polinomios de Legendre, la expansiéon para la funcién de fase puede ser
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expresada en términos de las direcciones u, o, i, ¢,

N N
Plup ') = > O B () P (W) cosm(¢' — ), (18.29)

m=0Il=m

donde P/™(u) son los polinomios asociados de Legendre, &;™ son los coe-
ficientes de la expansion, el indice m describe la variaciéon azimutal y [ la
zenital. De manera similar a la funcion de fase, se expande la intensidad de
la radiacién dispersa,

N
I(r,pp) = Y I™(7, ) cos m(po — ).
m=0

Sustituyendo estas dos expansiones en la ecuacién (18.26),

N

d > I™(7,p) cosm(po — »)

M m=0 —
dr

N
= Z (1, 1) cosm(pg — @) —

m=0

2
0

G P () P (i) cosm(e' — p)dpdg'—

5|

m=0

LN
/ZlmT,u cosm(pg — )X
21

Mz

xi

m=01

,T//Lo Z Zwl P () P (—po) cosm(pg — ¢).  (18.30)

m=0[l=m

Il
3

Integrando por dy¢’ el segundo término en el lado derecho de esta expresién
y aplicando la condicién de ortogonalidad de los polinomos de Legendre,
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este término se escribe

1 N N N
/ SO 1y cosmlen — 9) 30 S BB () B () ¢
—1 ™

=0 m=0Il=m

B
:1‘8
o\§

x cosm(p — @)du'dy’
1

~ N N
w
T in DD Etcosmlpo — )sz(u)/Pl () I (7, 1)y
m=0Il=m 7
2 N
X/Zcosm(gp — p)dy’
0 m=0
o N N 1
5 30 S cosmlen — )R ) [ B GOI(rosdyiud
m=01l=m 7
2 0 0
Hemos utilizado la propiedad: [ cosm(y¢’ — pdy') = para m #
0 2r  param =0

Utilizando este resultado, la ecuacién (18.30) se escribe

N
d > I"™(r,p)cosm(po —¥) N
m=0 m
1 - = > I™(7, 1) cosm(po — )

m=0

w\E?

N N 1
~2 3™ S G cosmin — o) P(1) / B () I™ (!
el

m=0Il=m

& —T ~m
— 5 Foe fho Z sz B () P™ (—po) cosm(po — ).

m=0Il=m

Esta expresion puede escribirse como un sistema de N + 1 ecuaciones:

M#—I(Tﬂ—*zwzﬂ /Pz ™ (7, Y y!
l=m 1
~ N N
—*F@e NN QB () P (= o)
m=0[l=m

Para el calculo del flujo solar es suficiente considerar la ecuacién de trans-
ferencia promediada azimutalmente. Haciendo m = 0 y omitiendo por sim-
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plicidad la escritura del superindice 0, la ecuacién anterior se escribe

dI™ (7, 1) 5 /

" 7, m w ~ m

p T e = 5 S @R [ RGO
—1

l=m

- —F e~ Ho Z P () P(—po) (18.31)

En este caso, la funcién de fase se obtiene de (18.29),

2 N
1 > W P(p) P (i), m =10
P(u,p') = g/P(u,s@;u’,w’)dw' =< im0
0 0, m # 0

(18.32)
Se puede entonces reescribir formalmente a (18.31) como,

1
dI(r, ”
1 (dT b _ I(1, 1) = E/I(T, 1P (g, ' )dp!
T 2
1

- %F@e*T/“OP(u, —o). (18.33)
7Iy

Como resultado parcial, al usar la descomposicion en serie, se simplifico la
ecuacion original para la transferencia de radiacién de onda corta, elimi-
nando de ella la dependencia en la direccién azimutal.

Las aproximaciones mas sencillas y mas popularmente usadas para resolver
la complicada ecuacién integro-diferencial para la transferencia radiativa
solar son la de dos corrientes, la aproximacion de Eddington y variantes
de estos dos esquemas. La aproximacion de Eddington examinada en lo
sucesivo de este capitulo, utiliza la expansién en polinomios de Legendre
(18.32) para la funcién de fase y una expansién similar para la intensidad
de tipo

N
7,0 =Y I(r)Pi(p)
=

=m
Colocando esta expresién y la funcién de fase (18.32) en (18.33),

dy L(r)P(p) 5 & al
P =S EORG - 5 [ SRR S @)
T 1=0 S =0 =0
N

w —T
X Py(p')dp' — —Foe /80N " P () P(—po).  (18.34)
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El segundo término en el lado derecho se puede simplificar integrando por
1/ Teniendo en cuenta la condicién de ortogonalidad de los polinomios de
Legendre, el resultado de la integracién de este término es

w
5 [ S HORG) S PP
1 =0
~ N N I ~ N 9
— ~ !/ ~
=5 S UMW Y5 [ PUORG =5 S ARG 5
1=0 =0 7 1=0
donde ha sido usada la propiedad (11.20):
: 0 para l # k
[ PO =4
—— paral=k
-1 20+1

Con este resultado, la expresién (18.34) se escribe

d ZXVI L(r)P(p) N b
MZZOT => L(r)P(n) - G D_Gh(T)B(p)
=0

_ N
w _r _
— - Fee /1o ZE_OWZPZ(ILL)H(—/LQ). (18.34a)

Note que la parte izquierda de (18.34a) también puede escribirse

N
a3 1(r)Pw)
a = dr
N
Ay ph(r)Bm)
= = = [ WP + L(TPa(p) + -

+ L (T)p Py () + L(T)pPr(p) + L (1) Py () + -+ ]

Para los tres ultimos términos de la expresién anterior se aplicard una
férmula de recurrencia similar a (11.21) para los polinomios de Legendre
de diferente grado,

[ [—1 [+1 [
I puP = j2 Py, P:I(iP 7)13_7
- = o B o R i l2l+1l+1+2l+1 -1
[+2 l+1
Ly pPr = m 142 + mPI
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Sustituyendo estos valores en la parte izquierda de (18.34a), multiplicando
toda la expresién por Pi(p) y teniendo en cuenta la condicién de ortogo-
nalidad (11.20), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

l d[lfl [+1 dIl+1 ( wwy ) w —r
= 1-— — 2o P(—un)F T/po.
51 dar Tars ar T gg) T i) Fee Y

1=0,1,2,...,N.

donde Py(p) = 1,Pi(—po) = —po. En la aproximacién de Eddington,
N = 1. Haciendo | = 0 y [ = 1, respectivamente, de la expresion ante-
rior se obtienen dos ecuaciones:

1 dI — w
0+ KX d—Tl =1y (1 — wwo) — %EOF@e_T/“O, para [ =0,
dI ww w
dif +0=1 (1 — %) + %Elqu@e_T/“", para l =1,

Teniendo en cuenta que Wy = 1 y denotando w; = 3g, estas ecuaciones se
escriben

1dn

3 dr
d]o ~ w3g —
=L —na- 22 g Fae /M0,
o (1 —wg) + 1 HoFee

= (1= @)l — 1= Foe™ /M

Aplicando un procedimiento matemaético similar al usado para derivar la
ecuacién ondulatoria (12.18) o sea, diferenciando por 7 y sustituyendo, se
puede obtener una ecuacién de segundo grado para uno de los arménicos:

d?I
?20 = K2[y — Xe /Mo,

donde
X =3wFs(l+g—wg)/4m

y el valor propio es
K?=(1-w)(1 —wg).

La solucién para el arménico Ij es
Iy=Ke" + He™ ™ 4 We /1o, (18.35)

donde .
=3 Fo(1+g(1 - )/ (K - 1/3).
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De manera similar se obtiene la solucién para el arménico I:
I = aKeF™ —aHe ™ ™ — age /Mo, (18.36)
donde a =3(1 —w)/(1 —&wg) y

3(4} F@

<= ar o

[1+3(1 = o)pg] /(K = 1/1).

Las constantes de integracion K y H se obtienen de condiciones de frontera
apropiadas. Por tltimo, los flujos hacia arriba y hacia abajo estan dados
por

1
27r/ To + pl)pdp = ﬁ(fo v ?Il) (18.37)
0
0
1 2
Fi(r) = 2m [ (T + )y = 7 (1o - 311). (18.37a)

-1

18.4. Parametrizacion de la radiacion

En los modelos atmosféricos, es importante parametrizar el efecto calorifico
de la radiacién en cada punto de grilla. Para ello, la atmdsfera se divide
en un numero finito de niveles y el efecto calorifico se expresa a través del
flujo neto de radiacién en cada nivel.

18.4.1. Parametrizacién de la radiacién infrarroja

Una de las mayores dificultades en la aplicacién de las ecuaciones (18.25) y
(18.25a) en la atmdsfera es el célculo de la funcién de transmisién debido
a que el coeficiente de absorciéon cambia rapidamente con la longitud de
onda. Para determinar esta funcién y calcular los flujos, se han propuesto
varios métodos. Entre ellos, el modelo de banda ancha, Ramanathan (1976),
permite tomar las integrales (18.25) y (18.25a) analiticamente. Este método
se emplea en modelos climéticos como el CCM3 (CAM).

Para el calculo de los flujos en el modelo CAM, se escriben las ecuaciones
(18.25) y (18.25a) para la variable independiente p (presién). Ademds se
les realiza la siguiente transformacién:
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Multiplicando y dividiendo el iltimo término de la expresién (18.25) por
dB,(p)

e integrando por la longitud de onda, esta ecuaciéon se escribe

()
Fl(p) = B(T,) - / a(p.p)dB(),
donde « es absortividad, igual a
;f (dBy(p') /AT ()1 = 3o(p,p')]dv
)= 4B/ 7)

B(Ty) = oT* es la relacién de Stefan Boltzmann.

Para transformar la ecuacién (18.25a), el primer término del lado derecho
se multiplica y se divide entre la funcién de Planck; al segundo término se le
aplica la transformacién anterior. Entonces la ecuacion (18.25a) se escribe
como,

P
FUp) = BOE0D) + [ alp)dBG).
0
donde ¢ es emisividad,

Bv(ﬁoo)(l - 3v(07p))dv

B(0)

E(Oap) =

De acuerdo con estas ecuaciones, para encontrar los flujos en cada nivel es
necesario tener soluciones para la siguiente integral:

donde F(B,) es la funcién de Planck para emisividad la derivada de esta
funcién para absorbencia.

La aproximacién de banda ancha asume que el rango espectral de absor-
cion de un gas es limitado a un rango en numero de onda v relativamente
pequeno; por lo tanto, puede ser evaluado en el centro de la banda. O sea,

v2 v2

/ (1 - 3)F(B,)dv = F(By) / (1 - 3)dv = F(By)A,

v1 v1
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2

donde A = [(1— 35 )dv se calcula analiticamente. En la préctica, la expre-
v1

sién se calcula para cada gas particular y luego se suma el efecto de todos

los gases considerados en el infrarrojo.

18.4.2. Calculo de la tasa de enfriamiento radiativo
infrarrojo

Para el cdlculo de la tasa de enfriamiento en el infrarrojo, la atmosfera se
divide en capas y se calcula el flujo neto en los limites inferior y superior
de cada nivel. Luego se calcula la pérdida neta de energia radiante para
cada capa. Finalmente, se calcula la tasa de enfriamiento a través de la
divergencia del flujo.

Puesto que la radiacion térmica infrarroja comienza en la superficie terres-
tre, entonces, para una altura p, el flujo neto de radiacién (figura 18.11)
es

F(p) = F'(p) — FX(p).

De manera semejante, para una altura p + Ap, el flujo neto es
F(p+Ap) = F'(p+ Ap) — F'(p+ Ap).
Entonces, la pérdida neta de radiacion en cada capa es

AF = F(p+ Ap) — F(p)

Tope de la atmosfera

T

1 Eo { Fo
P
:

Superficie

ptAp

Figura 18.11. Esquema para el calculo del flujo neto en los limites inferior y superior
de cada capa de la atmosfera.

La tasa de calentamiento se calcula de acuerdo con el principio de con-
servacion de la energia: la pérdida o ganancia de energia radiante debe
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ser consumida para enfriar o calentar la capa dada. Entonces, la tasa de
enfriamiento se escribe

or 1 AF

G op B

(Nétese que si en wuna capa dada sale méas energia que la que entra
[F(p + Ap) > F(p)], el nivel se enfria. Si la energia que sale es menos que la que entra

[F(p+ Ap) < F(p)], el nivel se calienta).

18.4.3. Parametrizacion de la radiacion solar

Las funciones de fase tipicas de esparcimiento particulado son fuertemente
asimétricas. Esta particularidad no es bien reflejada por la aproximacién
de Eddington analizada en el parrafo 18.3.8.1(Joseph & otros, 1976). Una
mejoria sustancial se puede lograr utilizando una funcién Delta Dirac para
aproximar la funcién de fase. Por esta razén en algunos modelos, como el
CCMS3 se utiliza la aproximacion delta-Eddington.

Para aplicar este esquema, la atmésfera se compone de un conjunto vertical
discreto de niveles homogéneos horizontalmente. Para cada nivel y para
cada intervalo espectral se especifica la irradiancia solar, la reflectividad
de la superficie para la radiacion directa y difusa, y el coseno del angulo
zenital.

El método evalia la soluciéon de delta-Eddington para la reflectividad y
transmisividad en cada nivel. Ademads, Los niveles son combinados entre
si para obtener el esparcimiento multiple entre ellos. Esto permite la eva-
luacién de los flujos espectrales hacia arriba y hacia abajo en cada interfase
de los niveles. Este procedimiento se repite para todos intervalos espectrales
considerados en el modelo CCM3, 7 en el Oz, 7 en el HoO y 3 en el COs.
Finalmente, la tasa de calentamiento se calcula a partir de la diferencia
entre flujos a través de los niveles.

El método de delta—Eddington permite la absorcién gaseosa debida a Os,
Hy0O, CO2 y Og; también se incluye el esparcimiento molecular y la ab-
sorcién/esparcimiento debida a las gotas de nube. En este tiltimo caso, las
propiedades épticas son prescritas en términos del camino de agua de nube
(cloud water path) en kg m~2 y radio efectivo del espectro re (Kiehl &
otros, 1996).

Las soluciones de delta-Eddington para cada nivel y para el coseno del
angulo zenital 0 (en el caso de esparcimiento singular) se escriben de manera
similar a las ecuaciones (18.35) y (18.36) (Coakley & otros, (1983); Joseph
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& otros,1976):

=

=

S
|

— (0 — ) Te ™m0 1 (o + 7R — (a — ) (18.38)
a+7)T(a—7)Re ™ /H0 — (a7 —1)e T/ (18.39)

o

=

S
|

171 43g7(1 - w*)ug
= e

2 1—Aug
N = (u+1)2N — (u—1)%"
2 A
A= 31 —w)(1 —wrg¥)

Los parametros con superindice asterisco indican variables no dimensiona-
les. Seguidamente se escriben formulas para la combinacién de niveles, lo
cual permite determinar el esparcimiento multiple. Luego, los flujos hacia
arriba y hacia abajo se calculan mediante las férmulas

e T /M0 Ryp(p0) + [Tan(po) — €7 /*] Ry

B, = —dn )/
! 1- Ranup
g e [Tan(pao) — 77 /0] + e T O Ry (pt0) R
an = 1- Ednﬁup .

Los flujos espectrales hacia arriba y hacia abajo se suman para obtener el
flujo integral por el espectro. Finalmente, estos flujos son diferenciados con
el objeto de producir la tasa de calentamiento.

Ejercicio

Halle la férmula (18.24a) integrando por partes la expresién (18.23a).
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